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RESUMEN

Uno de los problemas practicos a la hora de modelizar una
serie temporal mediante un modelo lineal dindmico es la especi-
ficacion de las fuentes de error asociadas a las ecuciones de
observacion y del sistema. El modelo de Snyder (1985) sola-
mente incluye una fuente de variabilidad, reduciendo asi el pro-
blema de especificacion al del vector de efectos permanentes.
Tomando este modelo como punto de partida, en este articulo
consideramos dos extensiones importantes del modelo, una que
permite estimar la varianza comun de los términos de error y
otra, mas importante, que permite considerar errores no norma-
les. De la infinidad de posibles modelos para los términos de
error, consideramos el caso importante del modelo multiplicati-
vo, siendo inmediata la extension de estos resultados a una
amplia clase de modelos. Mediante técnicas de aproximacion de
las distribuciones asociadas al modelo, mixturas de ciertas distri-
buciones, se generaliza el filtro de Kalman, manteniendo su es-
tructura bdsica sin aumentar sustancialmente el esfuerzo
computacional.

Palabras clave: aproximacion de mixturas: filtro de Kalman robus-
to; modelos lineales dinamicos; mixturas de distribuciones;
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1. INTRODUCCION

El modelo lineal dinamico de Harrison y Stevens (1976) dado por las
ecuaciones

Ecuacién de observacion: y,=F0,+v, {v,-N(O, V,}

Ecuacion del sistema: 0,=G0,,+w, {w,~NO, W,)}

aunque muy general en su formulacién y que constituye una alternativa a
otros modelos de series temporales, presenta la desventaja, como han
sefalado Harrison y Ameen (1985) y Snyder (1985), de la necesidad de
especificar en cada instante de tiempo las matrices de covarianzas asocia-
das a las ecuaciones de observacion y del sistema, V,y W, respectivamente.

En el mencionado articulo de Snyder, éste argumenta que, al menos en el
tratamiento de las series temporales univariantes, es suficiente el conside-
rar desde la perspectiva de los MLD (modelos lineales dindmicos), una
unica fuente de variabilidad que sirve a la vez para describir los errores en
la ecuacion de observacion asi como en la ecuacién del sistema a través de
lo que denomina vector de efectos permanentes. Esta formulacion, aunque
aparentemente mads restrictiva, contiene como caso particular a muchos de
los modelos clasicos de series temporales, en particular a los modelos
ARMA de Box y Jenkins (1970), y su tratamiento se hace a través de una
version del filtro de Kalman para el caso en que los términos de error de la
ecuacion de observacidn sean normales, independientes, idénticamente dis-
tribuidos de media O y varianza conocida. Asi el modelo de Snyder consti-
tuye el punto de partida para el presente articulo, que generalizaremos en
las secciones siguientes, al menos en dos direcciones.

En la seccidon 2 tratamos el caso mas general de suponer la varianza
comun desconocida, generalizando asi el filtro de Kalman mediante la
inclusion de dos nuevas ecuaciones recurrentes que permiten actualizar los
parametros que describen la distribucion a posteriori de la varianza. La
deduccion del filtro se realiza simplemente calculando las distribuciones a
posteriori correspondientes, a diferencia de la de Snyder que se basa en
minimizar el error cuadratico medio del error de la prediccion de una
observacion futura.

A continuacion, en la seccion 3, y siguiendo una sugerencia de Guttman
y Pena (1985) a un articulo de West, Harrison y Migon (1985), generaliza-
mos el modelo de Snyder al caso en que los errores no sigan necesaria-
mente una ley normal. De los muchos modelos probabilisticos posibles



MODELOS LINEALES DINAMICOS Y MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES 167

consideramos el caso mas interesante en que el error sigue un modelo
multiplicativo, ésto es, una mixtura de una normal N(0, o?) y una N(O, £ a?)
con probabilidades, bien conocidas o desconocidas, 1 -/ y ,, respectiva-
mente. Este modelo, debido a Box y Tiao (1968), es bien conocido para el
tratamiento de observaciones andmalas (outliers) en regresion y, desde
nuestra perspectiva, podria ser un enfoque interesante al dificil problema de
determinacion de observaciones anémalas en series temporales. De hecho,
mediante una técnica de aproximacion que se trata en la seccion siguiente,
se extiende el filtro de Kalman a esta situacion preservando su caracter
recurrente y su facilidad de cadlculo. El método proporciona ademads proba-
bilidades a posteriori aproximadas on /ine de que la observacion correspon-
diente sea andmala. Si se dispone de toda la serie temporal, éstas probabi-
lidades pueden revisarse mediante la técnica del suavizado (smoothing).

En estas dos secciones, y con la finalidad de mantener las demostracio-
nes dentro del contexto general del articulo, en el sentido de no utilizar la
funcién de verosimilitud de las mixturas que aparecen, que son complejas
debido a la naturaleza de las mismas, se dan en la seccion 3 tres lemas
que simplifican considerablemente la demostracién y presentacion de los
resultados.

Nuestro modelo es susceptible de incorporar otros modelos para los
errores, como pudiera ser el modelo aditivo de Abraham y Box (1978) para
el tratamiento de observaciones andmalas en modelos dindmicos, asi como
a modelos mas complejos como pudieran ser las mixturas de normales
respecto del pardmetro de escala que incluiria distribuciones como la t de
Student (véase, p.e, West (1981)) y a la familia exponencial de potencias
de Box y Tiao (1973) (véase, p.e., West (1984) ), siguiendo una metodolo-
gia andloga a la que presentamos. Este presenta ademds la ventaja de la
economia, no sdélo en la descripcion de modelos para incorporar observa-
ciones andmalas sino en el aspecto computacional, sobre los modelos
multiproceso de Harrison y Stevens (loc. cit.). Estas extensiones, asi como
el caso de datos multivariantes, seran objeto de un posterior trabajo.

En la seccidn 4, y como consecuencia de los resultados de la anterior, se
analiza el problema de la aproximacion de ciertas mixturas de distribucio-
nes y se dan resultados especificos y se comparan con otros métodos de
aproximacion.

Por dltimo, en la seccién 5, se comentan y discuten ciertos aspectos del
modelo de Snyder (sus ventajas, sus limitaciones, sus generalizaciones y
otras posibles alternativas).
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2. ANALISIS BAYESIANO DEL MODELO DE SNYDER:
EXTENSIONES

El modelo original de Snyder viene dado por las ecuaciones siguientes

y,=x;0,+ u, (2.1a)
0., =T0,+ z2u, (2.16)
donde vy,....,y, es una serie de variables aleatorias observables, v,, ...,y

son errores aleatorios independientes normalmente distribuidos con media
0 vy varianza d°, 0, es el vector (kx 1) de pardmetros del proceso en el
tiempo t, x, es un vector (kx 1) de variables independientes, conocido en e/
instante t, T es una matriz de transicidon (kx k) fija (aunque puede hacerse
que dependa del tiempo sin modificaciones sustanciales en los resultados)
y x es un vector (kx 1) fijo que, siguiendo a Snyder, denominaremos vector
de efectos permanentes.

El resultado siguiente establece el filtro de Kalman para los pardmetros
del proceso. Es importante hacer notar que, con las hipétesis del teorema,
el filtro es independiente del valor de la varianza d°.

Teorema 2.1. S/ 0, | 6® - N(m,, 6°C,) independientemente de u,, ..., u,, ...,
entonces para todo t la distribucion a posteriori de

()107 I 0-2' YI' R y!"N(mHI; G-ZCHI)'

donde los parametros se calculan a partir de las relaciones siguientes: si

y,=x,m,
e =Y - y‘l
B,=TCT + ax (2.2)

v,=xCx, + 1
a=(TCx,+a) /v,

entonces

m
Cc

1 = Tm,+ae,

. (2.3)
=B,-vaa,.

t+1

La demostracién de este resultado se realiza por induccién. Supongamos
que el teorema fuese cierto hasta el instante t, es decir

0,102 vy, ... Yoy = Nlm,;0°C,).
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Si consideramos ahora las dos ecuaciones del modelo como una sola
ecuacion, éste puede escribirse como

Y, x; 1 0,
0., T x u,

Ahora, por la hipétesis de induccidn, la independencia condicional de 0,y u,

dado y,, ..., y,, Y las propiedades de la distribucién normal multivariante, se
tiene que
y X;m xCx,+1 xCT +o
( t |o‘2,y,,_,_,yn7)~N ( t I) ;0_2( t 't t !‘ ') .
0,., Tm, TCx,+a2 TCT + oax
De aqui se sigue que la distribucién de ¢,,, condicionada a ¢ y,,.... V.. V.

es, por las propiedades de la normal multivariante,
0!47 I 0-2' YieeouVYero Ver N(mrn; 0-2 cnl )'
donde

m,,=Tm +[TCx,+a] (x,Cx,+ 1) (y,- x,m))

C.,=[TCT +ax’']-[TCx,+xa](x,Cx,+ 1) [x,CT + '],

que son equivalentes a las ecuaciones del filtro. Al vector a, se le conoce
con el nombre de tasa de respuesta o constante suavizadora.

A partir del teorema anterior pueden calcularse facilmente predicciones
de observaciones futuras, siguiendo un procedimiento andlogo al de Harri-
son y Stevens. En particular, la distribucion de una observacién futura y,,,
dadas las observaciones y,, ..., y, viene dada por la distribucidn predictiva
dey,, |d vy, ... y, que se obtiene a partir de la ecuaciéon de observacion
(2.1a) para el instante t+ 1

Yeer = Xeep Opg + Upyy.
De aqui se sigue, por la independencia de 0,,, y u,,, dados @, y,, ..., y, que

Ver LG ypo oy = NI my 0 02 {6, € + 1)),

t+1

El caso en que ¢° sea desconocida, requiere la especificaciéon de una
distribucién a priori sobre el par (0,,6°). Si se elige convenientemente la
distribucidn a priori, ésta se va propagando a lo largo del tiempo tal como
sucede con las familias conjugadas en los modelos estadisticos estaticos.
La estructura del modelo sugiere, y de hecho asi sucede como demuestra
el teorema que a continuacion sigue, elegir una distribucion normal-gamma
invertida.
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Definicién 2.1. Si x es un vector aleatorio kK dimensional y v es una variable
aleatoria no negativa, se dice que el par (x,v) sigue una distribucidon
normal-gamma invertida de pardmetros m, C, a y p, que representaremos
abreviadamente por

(x, v) - N Gallm, C; a, p)
si x| v - Nlm, vC) y v - Galla. p), donde la densidad de la distribucion

gamma invertida de pardmetros a y p, viene dada por

-alv

g(V,‘ a, p) = Vr(pd} e

I"(p)

Teorema 2.2. Sj (0,,6°) - NGal{m,,C,.a,,p,) y dado o2, 0, es independiente de
los errores u,. ..., u, ..., entonces para todo t la distribucidon a posteriori de

()”]r 02 ‘ yll Y y( "'NGal(mHI' Clol; ahl' pt-H)'

donde los parametros m,, y C, , vienen dados por el teorema anterior y los
nuevos parametros a,,, y p,,, Se obtienen recursivamente de las formulas

1
pt+7 = pl+ -
2

(2.5)

1
a,, = a,+5 e/ v,

Obsérvese que la solucion de las ecuaciones (2.5) es inmediata y viene
dada por

P =pP; +
(2.5°)
a

NI= NI~

T e/v,.

i=1

w1 =8, +
La demostracion se hace como en el teorema anterior por induccion. Si
la distribucion de
0.0y, ...y, ~NGalfm, C;a,p,,
entonces la distribucion de
016 v, ...y, ~Nim, a>C,).
Por el teorema anterior, la distribucién de 0, | o° seria
0.1y, ....y,~N(m,,,; 6°C,,,).

donde los paréametros m,, y C,, vendrian dados por el teorema anterior.
Sdélo queda por demostrar que la distribucion de ¢? condicionada por
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Y, .... ¥, €s una gamma invertida de pardmetros a,, y p,,, dados por las
ecuaciones (2.5). En efecto, se tiene, por el teorema de Bayes, que

plaly,,...y) ap@ly, ...y, - fly | v, ...v.,).

es decir
plaly,....y,) a(6?)'? exp {- —-i-} - (a?) P! exp {- a_,}
' ' 245%v, a°
a (g?)1Pe1/2+7) exp {- 012 [a,+% e’/ v, 1,

que es proporcional a la densidad de una gamma invertida de pardmetros
a,, Y p,.,. Esto es equivalente a que a posteriori, es decir condicionado a

Yiveo Yo @y /0'2 'Xz(pul)'

Del teorema precedente es fdcil obtener, p. e.. /a distribucion marginal de
6,,, dados los datos y,, ..., y, que es una t de Student k-variante

Our 1Yoy = SU2P, s My, (@, 7 Pyy) Cy),

con 2p,,, grados de libertad, vector de centralizacion m,,, y matriz de
precisién (p,,, / a,,;) C,.,”.

De modo andlogo se puede obtener la distribuciéon predictiva de una

observacién futura. De ser y,,, | &% v, ...y, ~ Nly,,; ¢ v,,). por el teorema
anterior y ¢ | y,.....y, -~ Galla,,,, p,.,), por el resultado que acabamos de
probar, se deduce que la distribuciéon marginal de vy,,, ly,.....y, es una t de

Student univariante ’ .
Yier | Viewou Yo~ SU2P0 Vies (@ / Prut) Vier)-

Estd claro, dada la naturaleza recursiva del filtro de Kalman, que éste
proporciona la distribucidon del pardmetro 6,,, dada la informacion y,, ..., y,
hasta el tiempo t. Sin embargo, también estd claro que datos posteriores
en el tiempo vy,,,, ... proporcionan informacién sobre 0,, ..., 0,,. Esta téc-
nica, la de obtener la distribucién de cualquier parametro del modelo utili-
zando todos los datos, conocida con el nombre de suavizamiento, puede
realizarse definiendo un nuevo MLD (aunque de dimensién creciente lineal-
mente con el tiempo) en funcién de la sucesion de todos los pardmetros
del modo siguiente:

Si definimos ¢,,, = (0,,,,0,, ..., 0,), basta considerar el MLD dado por
y,=(x;,0,...,0) ¢,+u,
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[@ 2N}

‘ (TO...O
0= —————

| )o,+ N K (2.6)

o

que es también un modelo del tipo considerado por Snyder, donde la
fuente de variacion es la del modelo original, es decir v, y el vector de
efectos permanentes es el original aumentado con la inclusién de un nime-
ro creciente de vectores nulos.

3. EXTENSIONES DEL MODELO: ERRORES NO NORMALES

Como comentabamos en la introduccidn, la importancia del modelo de
Snyder es la de incluir sélamente una unica fuente de variabilidad tanto en
la ecuacion de observacion como en la del sistema, ésta ultima modificada
por el vector de efectos permanentes x De este modo es fécil generalizar
el filtro propuesto por Guttman y Pena (1985) en las dos direcciones
siguientes: considerar errores no normales en ambas ecuaciones y conside-
rar el caso en que la varianza de la fuente principal sea desconocida.

Consideremos el modelo dado por las ecuaciones (2.1a) y (2.1b), donde
ahora la sucesion u,, ..., u, es de variables aleatorias independientes igual-
mente distribuidas segun la mixtura

u -1 -5, N(O, a?) + 7,N0,KZ 02,

con /7,y k4> 1 ambos conocidos. El caso en que /, fuese desconocido
podria tratarse de manera andloga a como se hace en inferencia bayesiana,
es decir especificando una distribucidon conjunta para todos los parametros
del modelo incluido /, tal como hacen por ejemplo Bernardo y Girdn
(1988a, 1988b) en el anadlisis de ciertos problemas de mixturas. Sin em-
bargo, el caso k3 desconocido es mdas complicado, recomendédndose en
este caso un andlisis de sensibilidad del modelo respecto de este para-
metro.

Supongamos, en primer lugar que o2 es conocido. Como ocurre en el
teorema 2.1. las distribuciones que se van obteniendo a lo largo del tiempo
son todas del mismo tipo, concretamente mixturas de distribuciones nor-
males, con un numero creciente de términos. Entonces el equivalente del
teorema 2.1 es el siguiente



MODELOS LINEALES DINAMICOS Y MINTURAS DE DISTRIBUCIONES 173

Teorema 3.1. S/

‘o
0,16~ % ;4,’0 N(m'0, 62 C,0)
/0:7

independientemente de u,,....u, ... entonces para todo t la distribucion a
posteriori de 0,,,| a2, y,, ..., y, es una mixtura de t,2' términos de /a forma
g 2 2 2 .
IO,I,, ,/177,/, /O,I,, ’II"’/Y
=1 ipgst E:r %:7 Hiory. """"N(m”’ o G )

donde los nuevos parametros se calculan a partir de las relaciones siguien-
tes (para simplificar la notacion, los superindices y subindices i,, ..., i, , 1y
fig.....i,;. 2 se representaran por 1 y 2, respectivamente): si

7= x; m]
[=vi- Vi

B/=TC/T" + xx (3.1a)
vi=x,C]x,+ 1

a/=(TC)/x,+ 2 / v],

e

y
7= x;
6’2___ [ );f
BZ=TC?T' + k% 2% (3.1b)
Vi=x,CIx, + K
aZ=(TCx,+ k? 2) / V2,
entonces
ml., = Tmi+ale]
1 1 Tl g1 (3.2a)
Cr+l = B(' v,a,a/o ert
y

m? , =Tm?+ a?+ a?e?
C2 - B{Z_ \/{afal'lo, v/,_7,2,

t+1

(3.2b)

Los coeficientes de la mixtura

we+?
Sy Ieopoty
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se calculan a partir de las relaciones siguientes:

AR X% B TN Ay o2y, .y, (3.3)
ITPAEE Y {z(y’ [a2, v, .. ¥V.,)

dondef, . .. (y/|a% vy, ...y, esladensidad predictiva de y, condicionada

ac’y, ...y, vy aaque la distribucion inicial de O, sea normal de indice i, y

los errores de observacion u,, ..., u, procedan, respectivamente, de /as pobla-

ciones i,, ..., i, Por el teorema 3.1, ésta viene dada por una densidad normal

de parametros
N()‘/",D ,/r,,,/,; 0,2 VI{O' .1,_,,:,).

La demostracion sigue los pasos del teorma 2.1. Sin embargo es necesa-
rio utilizar los dos resultados siguientes, cuya demostracién se da en el
Apéndice.

Lema 3.1. S/ X, Y son dos vectores aleatorios independientes k y [ variantes,
respectivamente, X ~ X, /, N(u,X) e Y ~ L /i*'N(u.ZX) entonces para
cualquier matriz A de dimensiones m x (k+1/), se tiene que

£-s()

se distribuye también como una mixtura de normales dada por
Z~ZZ@W[A(“9;A % O)A].
Ly p/ 0 z/

Lema 3.2. S/ el vector aleatorio X, que consta de dos subvectores
X' =(X;, X}), tiene como funcién de densidad f(x)= X, /,f(x), entonces la
distribucion de X, | X, = x, tiene como densidad

(X, I x,) = Z2 (x| x,)

donde }. x 7,f(x,), con la condicion X,;.= 1, y f(x,| x,) es /a densidad
condicionada de cada término de la mixtura.

Si suponemos el teorema cierto hasta el instante t, seria

2 o
0,162, y, ...V~ I.}.:1=’ .. I(Z;, o NImME er 20 ey,
De la independencia condicional de 0, y u, dado y,,...,y,, y del lema 3.1

aplicado al sistema (2.4) se deduce, tras algunas manipulaciones algebrai-
cas, que la distribucion de
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Y, )

es la mixtura

Z ‘o 5 : x;m)\ (x;C,’x,+ 1 xC!T'+a )

Y (%) i sV (Tm:)'az TC/x,+a TC/T +ad J
1=

+ —
2 o x;m?\ (x;Cfx,+k2 x.CT + Ko )

" BP0t N (T mr’) “\7 Cix,+ kK a TCT + K ax

iy ]

De la expresion anterior y del lema 3.2, se deduce que la distribucion
condicionada de 0,,, | d% vy,. ..., v, es la mixtura dada por el teorema.

Es también facil comprobar que los coeficientes de la mixtura

‘u'tt;',r' el
son las probabilidades de que los términos de error del modelo (3.1)
u,, ..., u, provengan del modelo /,,..., /., i, respectivamente, donde /,.=1
corresponde al modelo N(0, ¢°) y i,.=2 al modelo N(0O, £* ¢?), condicionado
ademds a que el vector de pardmetros inicial ), se distribuya segin una
N(m/'o, °C’0).

Como en el teorema 2.1, el resultado anterior puede utilizarse para
calcular, p.e., la distribucidon de una observacién futura. Es facil demostrar,
utilizando de nuevo el lema 3.1, que la distribucién de y,,, | &% y,... ..y, es
también una mixtura de t,2"’ términos normales.

Aunque los resultados del teorema anterior son exactos, la complejidad
de los cdlculos que supone programar éstos (el nimero de términos de la
mixtura en el instante t es de t,2’) los hace poco atractivos desde el punto
de vista practico. Se impone pues, la necesidad de emplear aproximaciones
que mantengan la simplicidad del filtro del teorema 2.1. Como todas las
distribuciones que aparecen como consecuencia de la demostracion del
teorema 3.1 son mixturas de normales, es necesario aproximar tales mixtu-
ras por distribuciones normales en cada etapa. Esto lo podemos hacer de
dos maneras:

a) aproximar la distribucién conjunta para cada t del par

Y
(717
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por una distribucién normal y, a continuacion, calcular la distribucion condi-
cionadade 0,,ly, ...y,

b) utilizando el lema 3.2, calcular a partir de la distribucidon conjunta
anterior, la distribucién condicional 0,,, | y...... vy, que seria una mixtura y
aproximar ésta por una distribucién normal.

La segunda alternativa parece preferible ya que el proceso de aproxima-
cion se realiza después de calcular la distribucidon exacta y, ademads, permite
calcular las probabilidades aproximadas de que la observacion provenga de
cada una de las dos poblaciones.

La manera de aproximar mixturas de distribuciones normales por una
unica distribucion normal depende del criterio de aproximacion elegido. Sin
embargo en este caso, todos los criterios razonables de aproximacion equi-
valen a sustituir la mixtura por una distribucidn normal con vector de
medias y matriz de covarianzas idénticos a los de la mixtura. Si en cada
etapa del proceso de incorporacion de nueva informacion, se aproxima la
mixtura correspondiente por la distribucidn normal calculada por el criterio
anterior, se obtiene la version aproximada del teorema 3.1 que tiene cierto
parecido al filtro robusto de Guttman y Pena (loc. cit.).

Teorema 3.2. S/, bajo las condiciones del teorema anterior, en cada instante
de tiempo t la distribucion de 0, | a2 y,. ... Y., Se aproxima por una distribu-
cién normal k-variante N(m,a?C,), entonces la distribucion aproximada de

01 | a2, Yie-- Ve
es la mixtura
Wy N(mily, ?Clly ) + w1l N (miZ), a?CZ) ) (3.4)

donde los nuevos parametros se calculan a partir de las relaciones siguientes:
s/

A .

y( = xl ml

e =Y - );l

B/ =TCT + 2 B =TCT + K 2«
Vi =x,Cx, + 1 vi? = x!Cx, + K2

a”=(TCx,+ x) / V", a?’=(TCx,+Kx) /v,
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entonces
m!,=Tm,+al’ e mZ,=Tm,+a/” e
(1) _ (1) 1) II) 'H) (2) _ (1) 2) IZ) '(21 (35)
cur - Br Vl ’ C,” = B, V/
Los coeficientes de la mixtura se calculan por las formulas
1/2 ef
Wl a1 - 2,0V exp (-
!+7 0 t 1)
25V
(3.6)
e
(2) 25!
W2 x i v %exp §- ,
2 2 V2

sujetos a la condicion de ser 17, + 1%, = 1.

A diferencia del teorema anterior donde los coeficientes de la mixtura

son las probabilidades exactas, ahora los coeficientes de la mixtura uﬂ’, Y

1'% son las probabilidades aproximadas, condicionadas a la informacion

muestral y,, ..., ¥, y a la informacién a priori, de que el término de error u,
provenga de las poblaciones N(0,5°) o N(O, k?c?), respectivamente.

La demostracion se basa en la del teorema anterior. La distribucion
aproximada de

Y.
(7, 1#mo0)

seria la mixtura

(13N (x;m,)_az(x;c,x,+1 x;C,T'+1')
0 Tm, 7/’ TC,x,+2 TC, T +axx

t

(3.7)

. N (x;m,)‘az(xjc,xﬁkz x,C,T +Kx )
+/9 ; ) ,
Tm, TC,x,+Kx TC,T +K ax

y de aqui, por el lema 3.2, se deducen las ecuaciones precedentes.

La nueva distribucion (3.4) ha de aproximarse por una distribuciéon nor-
mal N(m,,,, o°C,,,), donde los nuevos pardmetros vienen dados por las
ecuaciones siguientes:
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() (1) (2) r2)
mtd - .uul mhl + :“h! mul

_ (1) (1)
CHI - ﬂnl CHY
(3.8)
(2) (2) (1) (1) (1) 4
+ .uhl CHI + ﬂhl (mul - mh!) (mHY - m1¢7)
(2) (2) (2) 4
+ﬂl¢l (mnl - le) (mMI - mru) .
Estas ecuaciones pueden escribirse de la siguiente manera, cuya inter-
pretacidon resulta mads intuitiva:

= (1) (1) (2) o(2)
m.,, = Tmr + [/l,,, ar + Uy ar ] er

_ gyl 1) (1) (2) (2) (1 ,,(2) (1) _ af2) (1) _ afl2))1 g2
cnl - .unl cr+1 + ﬂrol Cul + /'lnr uul /ar ar ] [ ar a( ] er :

La primera ecuacion es andloga a la primera de (2.3) con la diferencia de
que ahora el vector tasa de respuesta en cada instante t es la mixtura
correspondiente de los vectores de tasa de respuesta de ambos modelos
ponderados por las probabilidades correspondientes, es decir, a,= [ u!!, al’’ +
ut?, al?’]. La segunda ecuacién contiene un término adicional, aparte de la
mixtura de las matrices de covarianza correspondientes, que representa la
incertidumbre adicional debida al desconocimiento del modelo del cual

proviene la observacion.

Consideremos ahora el caso en que ¢° sea desconocida. El teorema 3.1
tiene su equivalente sustituyendo mixturas de normales por mixturas de
distribuciones normales-gamma invertidas. En vez de dar los resultados
exactos, que son similares aunque algo mds complicados que los del teore-
ma 3.1, consideraremos en cada etapa el problema de aproximar una
mixtura de distribuciones normales-gamma invertidas por una distribucién
del mismo tipo. Para no interferir con el planteamiento del problema objeto
de esta seccion, trataremos con cierto detalle éste problema en la seccién
siguiente.

Para demostrar el teorema que sigue, serd necesario el lema siguiente,
cuya demostracion también se incluye en el Apéndice.

Lema 3.3. S/ e/ vector aleatorio

xl
X, ~N Gal/lm, C; a.p)
0.2
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entonces, la distribucion de

X;
x; ~N Gallm, ,, C, ;; a; ;. P2 4)
e

donde, con notacion obvia, los nuevos parametros son:

-1
m,,=m,+C,,C,"(x,-m,)
_ -1
Czu = sz - czrcn Crz

1 .
a1 = a+—2- (x, -m,)" C,,7 (x,-m,)

k
p27=p+'2"

siendo k la dimensién de x,.

Teorema 3.3. Si a priori (0,,0°) ~ NGallm,, C,;a, p,) y dado o, 0, es
independiente de los errores u,, ..., u, ..., vy si en cada instante de tiempo t la
distribucién de 6, 0 | y,,....v,, se aproxima por una distribucion normal-
gamma invertida N Galfm, C,; a, p,), entonces la distribucion a posteriori

aproximada de
O Py, oy,

es la siguiente mixtura

(1) (1) (1) . (1) (1) (2) (2) (2) . 5l2) (2) ).
W'’y N Gallm!!,, C\1 &, pil)) + /2, N Gallm!Z,, C'Z, a2, piiy ). (3.9)

t+1 t+1

donde los parametros m'’’,, C'",, m!?,, C'?, son los dados por las ecuaciones

(3.5): los nuevos parametros a\!,, pi!), a2, p'?, vienen dados por

1 1 1
(1) _ 2 1). (2) _ 2 2). (1) _ f2) .
a,;=4a+_ er/vlr cag,=at+ ¢ EI/VJI P =R =R Y
2 2 2
y los coeficientes de la mixtura se calculan mediante las formulas

2

. -1/2 € lp,+1/2)
oty 2 (1 -z [1e 2 ]
2ayv,

2
. 172 € Apy+1/2)
W\ 2,V [1 +y — ] t
2a%

sujetos a la condicidn de ser !} + }?, = 1.

Como en el teorema anterior, los coeficientes de la mixtura !’ y !,
son las probabilidades aproximadas, condicionadas a las observaciones
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Y., .... ¥,y alainformacion a priori, de que el término de error u, provenga
de las poblaciones N(0,5°) o N{0,Ka?), respectivamente.

La demostraciéon del teorema es como sigue: si en cada instante t la
distribucién aproximada de 0,.6°ly,.....y,, . que es una N Ga/(lm, C; a, p,).
es independiente de

u,- (1 - 75) N(0,0%) + iy N (0,K202),

entonces por el teorema 3.2, la distribucién de (y, 0,,,) | 6% vy,.....y,, es la
mixtura de normales dada por las ecuaciones (3.7). Por otra parte, la
distribuciéon de o | y,,...,y,, es, por hipétesis, una Gal(a,p,). Como la
marginal y las condicionadas caracterizan univocamente la distribucidon
conjunta, es facil comprobar que la distribucién conjunta

Yi
0

Yiee Ve

t+1

viene dada por la mixtura
. x;m,) (x;C,x,+1 x,C,T +a ) ]
( /"’)NGa/[(Tm, ! TC,x,+ax TC, T +ax » 8u P
. x, m x,C,x,+kK xCT +K
+4+,N Gal o T ! ;a
0 Tm, /' \TC,x,+Ka TC, T +Kax ]’ vPe

Si a esta mixtura le aplicamos, primero el lema 3.2, a continuacion, el lema
3.3 y tenemos en cuenta el teorema 3.2, tras algunos cdlculos resulta que
la distribucion de

0

t+1

0.2

Yie-- Yy

es la mixtura

(1) (1) (1) . 5(1) (1) (2) {2 (2) . .
(UHY N Ga/(ml+f' C ahl' p!#l) + @ N Ga/(mulll C(+)I ’ aif),, p:f)l )'

t+1¢ t+17

donde los parametros m'.), C/"} y p/’} son los dados por el teorema y

- 1 v . 1
a;ijr =a, + 5 (yt - X, m() Vi/r’ (yl - X, mx) =a+ _2' etz/ Vfl"
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Finalmente, por el lema 3.2, los coeficientes de la mixtura vienen dados por

o' a1 -i) v ly,. L yy)

(sz; x /of (Y,' V,, DY} yt‘l),

donde fly,|y,.....v,,) es la densidad predictiva condicionada a la informa-
cion y,,...,y,; Y @ que el error u, proviene de la poblacidn /-ésima, que es
una t de Student St(2p,;y,.(a,/p,)V)’). Y de aqui se sigue el teorema.

De este teorema es fécil obtener, p.e, la distribucién marginal de 0,,,
dados los datos y,,...,y, que, por las propiedades de las mixturas de
normales-gamma invertidas, es una mixtura de distribuciones t de Student
k-variantes

1) (1) (). Hl (1) (1) (2) 12) I2I !2} (2) (2)
')1+7 s t(2pt+1' 1+7' (anl HI) C!+7) + (')HI S t(ZPHI' t+17 (at+1 tu) cn.l

con los mismos grados de libertad 2p,+ 1, vectores de centralizacién m'’/,

t+17
m!?, y matrices de escala (a!”, / p!”}) C!", y (a'%, / p!?)) C'?,, respectivamen-

t+1 t+17
te.

Andlogamente, la distribucién marginal aproximada de &2 | Y, | Yy, - Y, €S
la mixtura

o' Gallall,, pil) + w'? Gal(a'?, p'?,).

t+17 t+17

De modo andlogo, aunque los resultados son mds complicados, se podria
obtener, utilizando el lema 3.1 y el resultado anterior, la distribucién predic-
tiva aproximada de una observacion futura y,,;, y,,.... ¥, que seria una
mixtura de, en principio ocho términos, cada uno de los cuales es una t
univariante.

Queda patente de estos resultados, la necesidad de aproximar mixturas
de distribuciones como las normales-gamma invertidas, que son las bdsicas
en el proceso de aprendizaje dado por el teorema, y también de otro tipo
de distribuciones como las mixturas de gammas-invertidas y ¢t de Student
multivariantes.

Estos problemas se tratan con cierto detalle en la seccidn siguiente. En
ésta, sdlamente aplicaremos el teorema 4.1 a la aproximacion de la mixtura
(3.8), que es la necesaria para mantener simplificada la estructura del filtro.
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Teorema 3.4. La mejor aproximacion de la mixtura (3.8) por una distribucion
normal-gamma invertida NGal(m, ,, C,,,; a,,,. P,.,) es aquella cuyos parame-
tros satisfacen las ecuaciones siguientes:

—_ i) 11 12) 12)
mr«l - (UHImhI + (")!*Ymh»l

(1) 12) (12
C. = ,Cl + WG

(1 ! (1) f 1) (1) .
+w L tmil - my ) (g5 /&) (my), - my,,)

(2) (2)

(2) (2) (2) 4
+(ul+7(mn7 - mr+.l) (pt¢7/aul) (mul - mhl)

(1) (2)
Pir (1) P 12y P
=Wy +

a

(2)

(1)
a t+7

t+] t+17

(1) 1 (1) (2) (2) (2)
-log a,,, + y(p,,,) = ], [-log &\, + w(p,l} ) ] + Z; [ -log aiZ) + w(pi7)) |

Las dos primeras ecuaciones son explicitas y similares a las (3.8) salvo
que ahora los sumandos segundo y tercero de la segunda ecuacion estan
modulados respectivamente por los coeficientes p'’}, / a'”, y p'?, / a?,, que
son debidos al desconocimiento de la varianza ¢°. Las dos ecuaciones
restantes se pueden resolver, de modo simple mediante técnicas de calculo
numérico (véase, p.e., Rojano (no publicado)). Si, ademds, tenemos en
cuenta que los grados de libertad de los dos términos de la mixtura son
idénticos (2p,+ 1) entonces, por el teorema 4.2, el nimero de grados de
libertad de la aproximacion 2p,,; es menor que el de los términos. De

hecho, se puede demostrar facilmente que, a medida que t aumenta a!// =

a'?,, con lo que p,,, = p,+ 1/2, es decir los grados de libertad de la aproxi-
macion en cada etapa aumentan en una unidad, como ocurre con los
procedimientos tradicionales de aproximacién. Sin embargo, sobre todo en
las primeras etapas de aproximacion del filtro que son cruciales, creemos
que el método que proponemos es mas adecuado y efectivamente refleja la
incertidumbre adicional que entrafia el proceso de aproximacion. Queda
claro también, teniendo en cuenta los resultados de la seccion siguiente,

que para t grande los dos métodos de aproximacion son equivalentes.

4. APROXIMACION DE CIERTAS MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES

Es bien sabido que la mayoria de los modelos propuestos para describir
datos que incluyen observaciones espurias, observaciones aberrantes o que
simplemente no pueden considerarse como datos normales, en los que el
problema central es estimar el pardmetro de localizacion de los mismos
y/0 detectar la presencia de estas observaciones, suelen venir descritos
por modelos basados en mixturas de distribuciones y tipicamente los ele-
mentos de éstas suelen ser distribuciones normales (como, p.e., Box y Tiao
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(1968), Abraham y Box (1978), Guttman, Dutter y Freeman (1978). Free-
man (1980) y Pettit y Smith (1984)). Como hemos visto en la seccidn
anterior, las generalizaciones de estos modelos al caso dindmico se centran
también en la estimacion dindmica de los parametros en cada instante de
tiempo y de la varianza de la fuente de variacion comun.

Desde el punto de vista bayesiano, los pardmetros de interés siguen
generalmente una distribucidon normal, mientras que el parametro de esca-
la, el grado de contaminacion, el desplazamiento de los datos espurios y la
proporcion de éstos se consideran o bien pardmetros marginales o, simple-
mente, se realiza un andlisis condicional y posteriormente se estudia la
sensibilidad de la distribucidn a posteriori respecto a cambios en estos
parametros.

Basicamente todos los modelos propuestos dan como resultado el que la
distribucion a posteriori del parametro de interés, que denominaremos 0,
sea una mixtura de distribuciones t de Student con el mismo nimero de
grados de libertad: distribucién que se obtiene calculando la marginal a
partir de la distribucién conjunta de ((),6%), que tipicamente es una mixtura
de normales-gamma invertidas, donde o2 es un parametro de escala (en el
modelo de las secciones anteriores, la varianza comun de la mayoria de los
términos de error).

Sefaldbamos que desde el punto de vista computacional es interesante,
sobre todo si el nimero de términos de la mixtura es elevado o se quiere
mantener la sencilla estructura de filtro lineal en cada etapa, aproximar la
verdadera distribucion a posteriori de ((),6°) o la marginal de () por otras
mas manejables. Los candidatos obvios son una normal-gamma invertida
para el primer caso o bien una distribucidn t o una normal para el segundo.

Para tratar este problema se han propuesto varios métodos (véanse, p.e.,
Murray (1979), Johnson y Geisser (1982, 1983) y Johnson y Utts
(1986) ). Concretamente Johnson y Geisser (1983) sefalan que el proble-
ma de aproximar una distribucion por una t de Student, minimizando la
divergencia de Kullback-Leibler no es factible analiticamente por lo que
sugieren aproximar la mixtura de distribuciones t por una distribucién nor-
mal.

Sin embargo, teniendo en cuenta que la distribucion a posteriori del
parametro de interés, se obtiene marginalizando la distribucidon conjunta de
(0,0?), parece méas natural aproximar esta distribucién a posteriori por una
normal-gamma que minimice la divergencia a la conjunta y, a partir de ella,
calcular la marginal. Esto presenta, ademas, la ventaja de que la aproxima-
cion se puede calcular de forma relativamente simple como se demuestra a
continuacion.
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Este procedimiento conduce ademds a otros resultados interesantes
(véase el teorema 4.2 y las aproximaciones subsiguientes) sobre todo si se
le compara con otros métodos de aproximacién (como el de los momentos)
y es el de que la incertidumbre resultante de aproximar una mixtura de
distribuciones t, con los mismos grados de libertad, por una t se refleja en
un numero ligeramente menor de grados de libertad (es decir, colas algo
mds altas).

Asi pues, el problema que abordamos en esta seccién lo podemos plan-
tear como sigue: supongamos que la variable (),6°) se distribuye como una
mixtura de normales-gamma invertidas

(0,0~ £ ;NGal(t,a>|m, C, a, p) (4.1)

que queremos aproximar por una normal-gamma invertida

NGal(0.a2 | m, C; & p)

de modo que la divergencia de Kullback-Leibler a la mixtura sea minima.
Entonces se tiene el resultado siguiente

Teorema 4.1. Los parametros , € : 3, p satisfacen las siguientes ecuaciones

-logd+y(p)=2 7 [-loga,+y(p)]

1

x

C=% ,C,+ }_k:, /,(m,- ) (p/a) (m,- m),;

=1
donde y(-) es la funcién digamma.
Para el caso mas frecuente e importante en que los p, sean todos iguales

se tiene el siguiente

Teorema 4.2. S/ todos los p, son iguales a p,, entonces se verifica que p < p,
con igualdad si y so6lo si todos los a, son idénticos.

Esquema de la demostracion. Liamando a" y a% a las medias ponderadas
armonica y geométrica de los a,, respectivamente, de las ecuaciones segun-
da y tercera del teorema 2.1 se deduce que
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. . ah
-log p + w(p) = -log p, + w(p,) + log ( — )
a.

y como la funcién -log p + w(p) es una funcién creciente de p y la media
geométrica es mayor que la armdnica, salvo si todos los a; son iguales en
cuyo caso coinciden, de aqui se sigue el teorema.

Si consideramos ahora el problema de aproximar una mixtura de distribu-
ciones t de Student por una t aplicando el procedimiento anterior, es decir
considerando las t como marginales de normales-gamma invertidas, nos
encontramos con el nuevo problema de la falta de identificacion de uno de
los parédmetros. Existen, por consiguiente, una infinidad de soluciones.
Como caso limite de éstas se puede obtener una solucién similar a la
proporcionada por el método de los momentos. Mas detalles, asi como las
demostraciones y procedimientos de cdlculo, pueden encontrarse en Roja-
no (no publicado). Aqui nos limitaremos a dar aproximaciones a las distri-
buciones marginales de 0,,,ly,,....y,y a?ly,. ...y, de la seccién preceden-
te y compararlas con las dadas por el método de los momentos.

Si (0,0?) se distribuye segun (4.1) y ademds se verifica la condicién del
teorema 4.2, entonces la distribucidon marginal de ¢ es

0- )f:, 5,St(2psm,.S); (4.2)
donde
s,=2 ¢,
P;

es la matriz de dispersion de cada término. Entonces, de los teoremas 4.1 y
4.2, la mejor aproximacién a (4.2) es la t de Student St(2p; m, S), donde p
y m son los dados por los teoremas 4.1 y 4.2 y S viene dado por

1]
Mx

S

{S,+(m, - m)(m,-m) },

’
]

donde

Si ahora aplicamos el método de los momentos para aproximar la mixtu-
ra (4.2) por una t con los mismos grados de libertad que los de cada uno
de los términos, suponiendo que p, > 1, resulta que la aproximacion es una
St(2p,; M, S°), donde S’ viene dada por
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s=% s,+(1 ; L)(m,-m) (m, - M)
=1 po

Si comparamos ambas aproximaciones se tiene que unicamente el vector
de localizacién es igual en ambos casos. El nimero de grados de libertad
utilizando el método de minimizar la divergencia de Kullback-Leibler es
ligeramente menor que el generalmente utilizado por el método de los
momentos, mientras que las matrices de dispersiéon tienen una apariencia
similar. Ambas matrices convergen cuando el nimero de grados de libertad
crece y los valores de los a, son aproximadamente iguales, como ocurre
con las aproximaciones de la seccion 3.

La aplicaciéon del método de minimizar la divergencia de Kullback-Leibler
para aproximar la distribucién marginal de ¢ de la mixtura (4.1), conduce a
las ecuaciones segunda y tercera del teorema 4.1, como era légico esperar.
Los mismos resultados se obtendrian si en vez de haber considerado la
varianza como parametro se hubiese considerado la precision. Sin embar-
go, los resultados de la aplicacion del método de los momentos dependeria,
en gran manera, de la parametrizacion elegida.

5. COMENTARIOS Y DISCUSION

Ya hemos comentado en las secciones anteriores que la principal ventaja
del modelo de Snyder y sus generalizaciones es, precisamente la de incluir
una unica fuente de aleatoriedad en el modelo. Esta ventaja podria, por otra
parte, constituir un inconveniente sobre todo si lo comparamos con el
modelo general de Harrison y Stevens en el que, en principio las dos
fuentes de error v, y w, pueden ser independientes o correladas, mientras
que ahora las dos fuentes de aleatoriedad serian siempre correladas, salvo
que el vector de efectos permanentes fuese nulo. De hecho, uno de los
problemas cruciales a la hora de construir un modelo de este tipo es el de
especificar el vector de efectos permanentes. Este problema es similar al
de estimar los parametros de un proceso de medias moviles (véase, p.e.,
Broemeling (1985) ) en el que la dificultad mayor estd en la no linealidad
del modelo (en el anélisis del modelo aparece la distribuciéon de un produc-
to de dos distribuciones normales independientes que no tiene expresion
analitica conocida). Este es un problema en el que seria importante encon-
trar buenas aproximaciones a dicha distribucidn, p.e., en términos de mixtu-
ras, que permitieran un tratamiento andlogo al de la seccién 3.

Otra observaciéon importante se refiere al modelo considerado en la sec-
cion 3; en esta seccion se ha hecho hincapié en que las probabilidades de
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clasificacion, tanto exactas como aproximadas, se refieren a las componen-
tes de los términos de error v, no a que las observaciones y, sean o no
outliers. La razén es que, debido a la forma del modelo (2.1), una realiza-
cién andmala en el término de error u, no sélo influye en que lo sea la
observacion y, sino también la inmediatamente siguiente y,,,, dependiendo
su magnitud o influencia del vector de efectos permanentes. Por lo tanto,
desde esta perspectiva es imposible atribuir la presencia de una observa-
ciéon anémala a (2.1a) o a (2.1b) a no ser, obviamente, que el vector de
efectos permanentes fuese nulo.

Una manera de proceder podria ser el considerar la siguiente modifica-
cion del modelo de Snyder:

y,=X,0,+u,
0,=T0,,+ au,

en el que la presencia de una observacion anémala en v, influiria directa-
mente en y, y no en la futura observacion y,,,. El estudio de este modelo
seria similar al de las secciones 2 y 3.

6. AGRADECIMIENTOS

Este trabajo ha sido subvencionado por la Consejeria de Educacién de la
Junta de Andalucia.

APENDICE

En este apéndice damos las demostraciones de los tres lemas de la
seccion 3.

Lema 3.1. La demostracion se basa en el célculo de la funcién caracteris-
tica del vector Z y en la independencia de X e Y. Si particionamos el vector
Z y la matriz A de manera obvia, se tiene que

7= (Z,) _ (A,, A,2) (X) _ (A,,X + A,ZY)
z,] \A, A, J\Y]) \A,Y+A,X]
Si t' = (t}, t;), entonces la funcién caracteristica del vector Z es

Q//Z (t) =F {eifZ } =F { e,-f',Z,ﬁr"?Zz }

= E { etif11X+R12Y) +itzlAz) X+A25Y) }



- F lle,«,,A”.ngz,/xﬂ(:',A,Z'rQAH/v }

=ux(GA,, + A, - uy(CA L+ GA,,)
s , 1., , . .
=[ X/ exp {/(t/Arr + A, u, - > (A, + 5A;) X (A}t + A27t2)} l-

.. . 1
L xarexp Uit Ay + GA) - 2 (6, + GA) LAY +ALt) )]

/

.. . B 1 Cc,, C t
=X, rexp Lilt) 1) ( 5 ) -5 () (o & )
iy 2 21 - V22 2

donde, tras algunos calculos, se demuestra que

B _(B,)_(A,,X+A,2Y)(p,)
~\B, AyY +A;X [T

c-(C c,.?):(A,, A)(E O )(A;, A;,
Czr sz Azz A22 o Z,.r A'm Aéz

Como la funcion caracteristica determina univocamente la distribucion vy
ésta corresponde a la mixtura de normales multivariantes, de aqui se sigue
el lema.

Lema 3.2. La demostracion se sigue inmediatamente de la definicion de
densidad condicionada.

Lema 3.3. Hay que probar primero que x, | x,,° ~ N(m, ,, c°C, ,), lo que es
evidente de la hipdtesis del lema y las propiedades de la normal multiva-
riante. Y a continuacion, que la distribucion de az\x, es una gamma inverti-
da de parametros los especificados. En efecto, por el teorema de Bayes, se
tiene que

pla? | x,) » p(x,, %) = plx, | a?) - p(a?)

y como x, | a?~N(m,, a° C,,) y ° ~ Galla,p), operando se concluye el lema.
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LINEAR DYNAMIC MODELS AND MIXTURES OF
DISTRIBUTIONS

SUMMARY

When modelling a time series by means of a DLM, one of the
most important aspects of it is the specification of the error
sources associated to the observation and system equations.
Snyder’'s model includes only a source of randomness, thus
reducing the problem of specification to that of the permanent
effects vector. Starting from this model, we consider two impor-
tant extensions of it: the first allows for the computation of the
common variance of the error terms and the second, and more
important, makes provision for non normal errors. From the
many possible models for the error terms, we consider the mul-
tiplicative model, the extension to other models being straight-
forward. By means of approximation techniques to the distri-
butions generated from the model, namely mixtures of some
distributions, we generalize the Kalman filter, keeping its basic
structure, without greatly increasing the computational effort.

Key words: approximation of mixtures; dynamic linear models;
mixtures of distributions; outliers; robust Kalman filter.

AMS Subject Classification. 62M20, 62F15.
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El brillante trabajo que Girén, Martinez y Rojano nos han ofrecido aporta,
en el campo concreto de los modelos dindmicos, avances concretos en las
lineas de investigacidon centrales a la estadistica matemadtica de los anos
80; especificamente, (i) extensiones del modelo tedrico capaces de incorpo-
rar observaciones atipicas y (ii) aproximaciones analiticas que reducen a
expresiones calculables resultados tedricos intratables. Por otra parte, la
comparacidon de estos resultados con los de Snyder (1985) ejemplifica, una
vez mas, la potencia de la metodologia Bayesiana, proporcionando elegan-
tes generalizaciones de los resultados tradicionales.

Para muchos de sus lectores, sin embargo, el trabajo puede haber queda-
do a un nivel excesivamente tedrico; hubiera resultado atractiva la inclusion
de un ejemplo especifico, que incluyera una discusién detallada de la
verificacion de la hipdétesis del modelo, de la asignacion de los distintos
parédmetros que contienen, (en particular de los que describen la distribu-
cidn inicial), y de la bondad de las aproximaciones propuestas, cuestiones
todas ellas no triviales.

La consideracion del trabajo desde el punto de vista de su aplicabilidad
sugiere varios interrogantes.

(iy Series multivariantes. El objeto fundamental de la mayor parte de
los andlisis de series temporales con modelos dindmicos es disponer de un

(*} En Servicios Especiales procedente del Departamento de Estadistica de la Universidad
de Valencia.
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instrumento fiable de prediccion capaz de detectar rdpidamente un cambio
de tendencia. Esto suele implicar que Unicamente las ultimas observaciones
de la serie estudiada y /as de otras series correlacionadas con ella contienen
informacién util. Esto significa que la generalizacién del trabajo presentado
a series multivariantes no es una cuestion puramente académica, sino mas
bien una exigencia para su aplicacion realista. Asi, no parece razonable ex-
cluir del andlisis de la evoluciéon de la tasa de paro el de la tasa de
poblacion activa, estudiar el desarrollo de las transaminasas de un paciente
sin considerar el de su colesterol, o predecir la evolucién de la tendencia de
voto hacia un partido politico sin considerar la evolucién de la tendencia de

voto hacia los demads.

ano

1983

1984

tasa de paro
tasa de actividad

18.19
50.00

16.37
48.75

17.28
49.21

17.91
49.20

18.36
49.30

18.48
48.79

19.74
48.62

21.14
49.14

ano

1985

1986

tasa de paro
tasa de actividad

21.36
48.85

20.37
48.55

21.55
48.45

19.79
48.33

19.81
48.67

19.48
48.57

20.12
48.41

18.86
48.67

ano

1987

1988

tasa de paro
lasa de actividad

19.61
49.34

19.83
50.46

18.32
50.44

18.31
50.83

17.97
50.93

18.10
50.97

16.92
50.80

50.

40.

30.

20.

S~————

tasa de actividad

— T/

lasa de paro

3

3

Figura 1. Evolucién de las tasas de desempleo y de poblacién activa en la Comunidad

1984

1986

1988

Valenciana (1983-1988). Fucnte: INE, Encuesta de la poblacién activa.

199b
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Por ejemplo, en la Figura 1 pueden observarse las evoluciones trimestra-
les desde 1983, correspondientes a la Comunidad Valenciana, de las tasas
de desempleo y poblacién activa. La Figura 2(a), que describe una tasa en
funcién de la otra, pone de manifiesto su fuerte interdependencia: excep-
tuando el dato correspondiente al segundo trimestre de 1983, que clara-
mente constituye una observacion atipica, existe una clara relacion pro-
babilistica inversa, aproximadamente lineal, entre ambas tasa. Resulta inte-
resante observar (Figura 2(b)) la sucesién cronoldgica correspondiente a la
nube de puntos descrita en la Figura 2: entre 1983 y 1985, hay una fuerte

22. r paro (a)
L]
21. *
[ ]
20. } . .
. f .
19. ¢} .
* - L] L]
18 - o Y * -
L ]
17. ¢ .
dato atipico
. Gato atipt actividad
48. 49. 50. 51. 52.
22. y paro
1985(iii) (b)
21. ¢
20. §
19. ¢
18. ¢
17. ¢ 1988(iii)
1983(ii) actividad
48. 49. 50. 51. 52.

Figura 2. Relacién entre las tasas de paro y de poblacién activa en la Comunidad Valenciana
(1983-1988).
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tendencia a aumentar el paro con una pequefa reduccidn de la tasa de
actividad; a partir del tercer trimestre de 1985, /a tendencia se invierte
radicalmente, observdndose una disminucion progresiva del paro, acompa-
flada de un preceptible aumento de la tasa de actividad.

(i) Estructura de la matriz de covarianzas. El modelo de mixtura pro-
puesto para el andlisis de series temporales univariantes es atractivo, pero
parece necesario desarrollar técnicas que permitan verificar su adecuacién
a una serie concreta. En el caso multivariante, la situacién es notablemente
mas compleja. Para empezar a entender la estructura de la matriz de
covarianzas en situaciones como las descritas en el ejemplo anterior, resul-
ta interesante analizar los residuos correspondientes a funciones ajustadas
a las series temporales analizadas, como funcion de las magnitudes consi-
deradas; los resultados obtenidos tipicamente sugieren, si se quiere ser
realista, la necesidad de modelizar estructuras sofisticadas para las cova-
rianzas.

(iii) Distribuciones Iniciales. El uso de distribuciones iniciales conjugadas
facilita enormemente el anélisis, pero puede condicionar seriamente los
resultados, especialmente en el caso de considerar simultdneamente mu-
chos pardmetros. Puesto que, como ya hemos apuntado, es frecuente que
sélo tenga sentido trabajar con series muy cortas, la importancia de la
distribucién inicial se magnifica; si se consideran ademas las dificultades
que lleva consigo la estimacion subjetiva de una distribucidn inicial multiva-
riante, es facil concluir que un andlisis realista exige la identificacién de una
distribucidon de referencia adecuada. El problema no es sencillo, pero esté
emergiendo una metodologia general capaz de resolverlo. Véase Berger y
Bernardo (1988, 1989).

Quisiera terminar con un ruego; el impacto, tanto cientifico como social,
de la estadistica matemadtica, especialmente el de sus métodos mdés sofisti-
cados, depende radicalmente de la existencia de programas, preferente-
mente para microordenadores, que sean capaces de implementarlos. Espe-
ro que los autores de este trabajo nos ofrezcan pronto los programas
correspondientes a los resultados que han obtenido.

ADDENDUM

Ante el extraiio comportamiento de la tasa de desempleo en la Comuni-
dad Valenciana en el segundo trimestre de 1983, dirigimos una consulta al
Instituto Valenciano de Estadistica (IVE). Como el analisis sugeria, el dato
que aparece en el anuario del IVE de 1987, del que se tomaron los datos,
es incorrecto; el verdadero valor es 17.36, no 16.37, con lo que 1983 (ii)
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deja de ser una observacion atipica. Esta anécdota, constituye un buen
ejemplo de la potencia del andlisis de datos para el filtrado de los inevita-
bles errores contenidos en las bases de datos reales.
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Vaya de antemano nuestra felicitacion a los autores de este excelente
articulo, al que a buen seguro le seguirdn otros en la misma linea, por el
punto de vista adoptado y por la claridad de exposicidn tanto de motivos
como de resultados.

Por lo que respecta al modelo que sirve de base al articulo solo tenemos
que decir que toda la inferencia que se lleva a cabo es condicional al vector
2 de efectos permanentes. De hecho los autores en sus Comentarios y
Discusion ya anuncian “..uno de los problemas cruciales a la hora de
construir un modelo de este tipo es la especificacion del vector de efectos
permanentes’’. A pesar de ello no se aporta una solucidn a tal problema.

El hecho observado por los autores de que ni la normal ni la normal-
gamma pierdan su caracter a lo largo del tiempo es un resultado importan-
te sobre todo cara a la tratabilidad del andlisis. Sin embargo, esta familia
no admite elementos con colas “‘pesadas’ lo cual es un serio inconveniente
si se tiene en cuenta que la parte mds insegura en el proceso de especifi-
cacion de una distribucion a priori es esa referida a la tasa con que la
densidad tiende a cero. Esto obliga a considerar familias capaces de absor-
ver esta incertidumbre a priori. En este orden de ideas, la consideracion en
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el articulo de la mixtura de normales (1-7)N(0,07) + /N(0,k°0?) es interesan-
te, sobre todo desde el momento en que obtienen una aproximacion razo-
nable y sencilla de tratar bajo el punto de vista de la computabilidad.

En general, mixturas de escala de distribuciones normales resuelven el
problema dando lugar a t-distribuciones. La distribucién o familia de distri-
buciones que efectia la mixtura, (en el trabajo (1-2)6_, + 2 40,,,,, con J_, la
masa unidad concentrada en d° y kK conocido), estard siempre sujeta a
arbitrariedad y condicionada a su manejabilidad.

Dos tipos de familias que son razonables, tanto por el conocimiento a
priori que modelizan como por su tratabilidad analitica y numérica son las
siguientes:

1) La clase de todas las distribuciones con algunos cuantiles fijados; o
equivalentemente la clase de todas las distribuciones tales que algunos
conjuntos mantienen constante su medida en todos los elementos de la
familia. Sin excesivas complicaciones pueden afadirse resticciones de for-
ma tales como unimodalidad y esfericidad.

2) La clase de todas las distribuciones que estdan comprendidas en un
“intervalo” prefijado de medidas.

En ambos casos pueden calcularse rangos de esperanzas a posteriori sin
gran esfuerzo de célculo. (véase Moreno y Pericchi (1988) y DasGupta y
Studden (1988a, 1988b), respectivamente). Seria interesante obtener ran-
gos de E((),ldatos), lo que supondria un diagndstico natural de la robustez
del modelo, dados los datos.

Creemos, por ultimo, que seria deseable que este articulo contara con
una ilustraciéon prdctica que nos permitiera observar el comportamiento del
modelo toda vez que exigiria de los autores una propuesta de solucidon en
torno a «.
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En primer lugar, quiero felicitar a los autores por la excelente presenta-
cién de sus contribuciones a un tema importante y actual. Mi comentario
va a centrarse, por razones de brevedad, en dos puntos: el modelo utilizado
y los métodos para aproximar mezclas de distribuciones.

Comenzando con el primer aspecto, la formulacién del modelo de espa-
cio de los estados en términos de un sdlo vector de innovaciones ha sido
utilizada previamente por Akaike (1976) y Aoki (1976), entre otros. Sney-
der introduce esta formulacién como una restriccién en el modelo general,
lo que es incorrecto: todo modelo dindmico puede representarse indistinta-
mente en ambas formulaciones. Este resultado, implicito en la presentacion
de Aoki (1987), puede demostrarse geométricamente como sigue: supon-
gamos el modelo general:

V=X B +v, (1)
Br:TBr-r‘*‘Wr

donde S, es el vector de variables de estado y v, y w, son procesos
incorrelados de media cero. Definamos:

e, =Y, - Vr/t-l =Y. - Xlr ﬂr/m (2)
la innovacién o error de prediccién a un paso del modelo, es decir, el error

al prever y, con la informacion disponible hasta t-1 (el conjunto de observa-
ciones y,,..., ¥,,). Sea

@1 = ﬂ!/t-l = E[ﬂr' yz-l""' yl] (3)

un nuevo vector de variables de estado obtenido mediante la proyeccion
ortogonal de f3, sobre el espacio definido por las observaciones hasta t-1.
Entonces:

O, = sz+7| Yoo Vi1 = E[ﬁur[ €u Vs Vil

ya que, por (2), y, es la suma de e, y un término que, por (3), estd en el

espacio generado por y,,,... y,. Por tanto (y,...y,) vy (e; ¥.;.... ¥,) definen el
mismo espacio. Adems3s, e, es ortogonal al espacio definido por y,,,... y, ya
que:

E[y!I yt—”"" yl] = X’! E[[)’t| y!—”"" yl] = X’I ﬁ!/l—l
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y. por tanto, e, es la diferencia entre y, y su proyeccién ortogonal sobre
Ye1.--- ¥, ENtonces:

ElBui| € Verw Vi) = ElBus | €] + E[Bs| viys vi] (4)
ya que los coeficientes de la regresién miltiple son iguales a los de las

regresiones simples con variables independientes, (véase una demostracion
formal en Aoki (1987), pag. 80); ademis:

E[ﬂ»ll er] = Var(e,)" COV(Elﬂ“,) e, =xe,

donde a representa los coeficientes de regresion entre los componentes del
vector de estado y la innovacién; el otro término es

E[,Bm| Yeroes ¥rl T E[ﬂ,l Yeron Vil + E[w,,]
= T/jrlrlzT@l

con lo que, sustituyendo en (4), se obtiene la nueva ecuacién de estado:
0,,=T6,+2e¢, (5)
mientras que (2) proporciona la ecuacién de prediccién:
y,=x,0,+e, (6)

En resumen, cualquier modelo del tipo (1) puede escribirse de forma
equivalente de acuerdo con (5) y (6), donde: (a) aparece Unicamente un
término de error que es, ademas el error de prediccién a un paso; (b) las
variables de estado son proyecciones ortogonales sobre el espacio de datos
observados de las variables primitivas.

Respecto al segundo problema, cémo evitar la multiplicacién de la distri-
bucién a posteriori cuando se combinan distribuciones mezcladas, la suge-
rencia heuristica propuesta por Harrison y Stevens de ajustar una distribu-
cion normal igualando momentos ha sido justificada por Peia y Guttman
(1989) que han demostrado que, trabajando con distribuciones normales,
este procedimiento es 6ptimo con la medida de distancia de Kullblack-
Leibler. El enfoque de este trabajo es distinto e interesante en dos
aspectos: en primer lugar suponen o desconocida y trabajan con la distri-
bucion t en lugar de hacerlo con la normal; en segundo, sugieren hacer
primero la aproximacién sobre la distribucién a posteriori conjunta y obte-
ner después la marginal. El enfoque resulta atractivo y seria interesante
investigar desde un punto de vista prdctico en qué situaciones se obtienen
ventajas apreciables respecto al método anterior.

Por dltimo, en Kitagawa (1987), Spall (1988), Pefia y Guttman (1988) y
Meinhold y Singpurwalla (1989), se presentan resultados alternativos o
complementarios a los propuestos en este interesante trabajo.
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Es una satisfaccion poder comentar un trabajo de espléndida factura,
como el de GIRON et al. (1988). Vaya por delante mi felicitacion a los
autores que han conseguido un tratamiento notablemente diafano en un
desarrollo en que la notacién tiende inevitablemente a hacerse compleja.

Quiero solo hacer algunos comentarios sobre una cuestion que me pare-
ce necesitada todavia de investigacion. Me referiré, por simplicidad, al
modelo presentado por los autores en el caso en que ¢ es conocida. En
este caso, el resultado bdsico es el proporcionado por el Teorema 3.1, que
proporciona la densidad a posteriori de )id?, vy,,.., y, COMo una mixtura de
t,2" distribuciones normales.

Como ya indican los autores, este resultado es de inviable aplicacion en
la practica tal y como se propone, pues requeriria tiempo de calculo vy
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memoria creciendo exponencialmente con t. Se impone pues algun tipo de
simplificacion, y una que se sugiere es la de aproximar cada mixtura por
una normal en cada momento t (Teorema 3.2).

La cuestidon es entonces: é{es buena esta aproximacion?. ¢ Bajo que condi-
ciones lo es?. Parece, por ejemplo, que debiera ser una buena solucién si &2
no es mucho mayor que 1, y/o /, es muy pequeia. Por el contrario, si la
distribucion generadora de out/iers es considerablemente diferente de la
que genera las u, bajo regimen normal, y la probabilidad de aparicién /, de
los mismos es apreciable, la aproximacién podria resentirse notablemente.

Desde el punto de vista de un posible usuario, las siguientes preguntas
tendrian repuestas de interés:

1. La aproximacion reiterada de una mixtura en cada momento t por
una unica distribucién normal, ¢es el mejor procedimiento?. (Cabria la
posibilidad, por ejemplo, de que propagando las mixturas a lo largo de s
unidades de tiempo y efectuando la aproximacién en los momentos t + ns,
(n=1,2,..) los resultados mejoraran?. El hacerlo solo requeriria O(2°) memo-
ria adicional.

2. ¢{¢Cabria la posibilidad de reducir la complejidad del algoritmo propa-
gando solo una porcion de la mixtura que en cada momento ¢ se genera?.

En relacion a esta segunda cuestion, la idea directriz podria bosquejarse
como sigue. Si comenzamos, por simplicidad, con un udnico i) (t,=1 en el
Teorema 3.1), sucesivas iteraciones van produciendo coeficientes ,u,'o,’,_ 4y
de acuerdo con un proceso que puede esquematizarse en el siguiente arbol

binario:
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Se puede imaginar como posibilidad el recurrir a la poda de dicho arbol
binario conforme se va profundizando, despreciando algunas de sus ramas
y propagando las demds. Esta idea viene sugerida por algo que es habitual
en Inteligencia Artificial; la exploracion de un arbol de decisiones en profun-
didad abandonando aquellas alternativas que, examinadas en unos cuantos
niveles, no parecen prometedoras. Los programas que juegan a ajedrez,
entre otros, recurren de ordinario a este tipo de estrategia (selective pru-
ning).

No estd claro el criterio que deberia seguirse en esta poda. Parece que
coeficientes u;, , =0 son candidatos idoneos a ser eliminados; pero pue-
den no serlo si estdn asociados a términos de la mixtura lo suficientemente
“diferentes” (en términos de distancia de Kullback-Leibler, quizds) de los
restantes.

Si la poda es lo suficientemente intensa, la mixtura a propagar podria
mantenerse con un nimero manejable de términos. Cudntos y cudles
hayan de ser éstos es, no obstante, una cuestion que parece ardua de
solventar; y aiin mds dificil si la solucién que se adopte ha de ser suscepti-
ble de implementarse en el contexto de un algoritmo capaz de hacer
prediccién en tiempo real.

REFERENCIAS

GIRON, F. J. et al. (1988) “"Modelos lineales dindmicos y mixturas de
distribuciones’’, en este nimero.
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CONTESTACION

En primer lugar queremos agradecer globalmente a todos los autores que
han comentado nuestro articulo por la favorable acogida que ha tenido, a
pesar de nuestro temor inicial de que la notacién, necesariamente farrago-
sa, ocultara las ideas y lineas esenciales del trabajo. En segundo lugar,
muchos de sus comentarios nos brindan nuevas ideas sobre posibles ex-
tensiones del modelo que lo hagan mds flexible y de mayor aplicabilidad.
Algunas de estas ideas ya estaban en fase de desarrollo, mientras que
otras que nos han sugerido sus comentarios nos parecen interesantes y
dignas de tener en cuenta en sucesivos trabajos.

Como los comentarios se centran en aspectos diferentes del articulo,
vamos a contestar por separado a cada uno de ellos.

Agradecemos al Profesor Daniel Pefia su amabilidad al aceptar comentar
nuestro trabajo sobre un tema en el que es un reconocido experto y al que
ha contribuido con varios articulos. El haber tomado como modelo de
partida el de Snyder (1985) tuvo su origen, precisamente, en el problema
de estimar secuencialmente la varianza de la Unica fuente de error 2, de
modo andlogo a como se estiman recursivamente los parametros del mo-
delo mediante el filtro de Kalman. Es interesante comprobar, como nos
demuestra Daniel Pefia en sus comentarios, que todo modelo lineal dina-
mico se puede representar de esa manera. Este resultado es revelador pues
nos da una interpretacion del vector de efectos permanentes y de los
términos de error de la unica fuente de variacidon. Nos gustaria conocer si
ese resuitado, o uno similar, es también valido para series o datos multiva-
riantes.

Respecto del problema de aproximacion de mixturas normales-gamma
invertidas, que tiene implicaciones obvias en la aproximacién de mixturas
de distribuciones ¢t de Student, nos congratula saber que empleamos una
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técnica andloga a la de Pena y Guttman (1989) para el caso normal. La
idea de utilizar la divergencia de Kullback-Leibler en nuestro articulo se
debe, aparte de otras razones bien conocidas, a la de que es invariante
respecto de posibles reparametrizaciones. Concretamente, si en vez de
utilizar como parametro ¢°, hubiésemos estado interesados en la precisién
7=0? o en la desviacién tipica g, la minimizacién de la divergencia de
Kullback-Leibler nos conduciria a los mismos resultados, a diferencia de
otros métodos de aproximacion de mixturas como pudiera ser el de los
momentos, que es muy sensible a la reparametrizacion.

José Miguel Bernardo, a quien agradecemos sus elogios, mds que co-
mentar sobre nuestro trabajo, lo que sugiere es que nos pongamos a
trabajar en un ambicioso proyecto en el cual hay una gran cantidad de
problemas abiertos no triviales, como son la modelizacidn de series multi-
variantes y la especificacion de distribuciones iniciales para modelos diné-
micos, un tema muy del agrado del Profesor Bernardo al que, desde estas
Iineas, invitamos a colaborar.

Respecto de la extension del modelo a series multivariantes, se han
conseguido algunos resultados en la misma linea que los de nuestro arti-
culo (véase el reciente trabajo de Serrano (1989) ), mediante un modelo de
la forma

Y:=%0,+u

0,.,=TO,+ au,

t+1
en el que y, es un vector px 1 de variables observables, x, es un vector
mx1, T es una matriz mxm, x es un vector mx 1, ©,es una matrizmxpy
u, es un vector aleatorio px 1.

Este modelo, que aunque implica una estructura ciertamente algo rigida
de la matriz de covarianzas de la serie temporal, tiene la ventaja de permitir
un analisis similar al del caso univariante (las ecuaciones del filtro de
Kalman son andlogas), y contiene como casos particulares a los modelos
de regresion y a los procesos autorregresivos multivariantes, entre otros.

Para finalizar nuestra respuesta a los comentarios del Profesor Bernardo,
queremos indicarle que estamos poniendo a punto los programas corres-
pondientes al modelo propuesto y su extension multivariante; ademads de
generalizaciones que incluyen el desconocimiento de la proporciéon de ob-
servaciones anémalas 4,, la posibilidad de outliers aditivos, en (y a la) vez
de multiplicativos. EI modelo, como comentamos a continuacién en res-
puesta a los Profs. E. Moreno y L. R. Perichi, es facilmente generalizable al
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caso de que la estructura de los errores venga dada por distribuciones
generadas por mixturas arbitrarias de distribuciones normales respecto del
parametro de escala, lo que permitiria suponer en los errores distribuciones
con colas pesadas, como las t, las estables simétricas o la familia exponen-
cial de potencias.

Como nos recuerdan los Profesores Moreno y Pericchi las inferencias que
se llevan a cabo en el articulo son condicionadas, no sdélo al vector de
efectos fijos a sino también a 2,. Como hemos comentado en el pardgrafo,
anterior, el filtro de Kalman también puede generalizarse y adaptarse para
poder aprender secuencialmente sobre el pardmetro de mezcla 7, (ver, p.e.,
Serrano (1989) ). Sin embargo, la generalizacién del filtro al pardametro «
no puede realizarse ni siquiera dentro del contexto de familias conjugadas
extendidas al caso de mixturas, por lo que habria que recurrir a otros
métodos de aproximacion. Este es un problema abierto que mereceria la
pena estudiar. La interpretacion dada al vector de efectos fijos por Daniel
Pefla en su comentario, podria ser util. En nuestra opinion la dificultad
reside, basicamente, en la complejidad de la distribucién del producto de
dos variables normales independientes y su posible aproximacién por una
distribucion normal.

Desde el punto de vista de la robustez del modelo respecto de la distri-
bucién de los errores, su estudio se puede realizar siguiendo las lineas de
nuestro trabajo, como puede verse en Girén (1989) para problemas de
regresion y en Rojano (1990) para modelos lineales dindmicos, al caso de
errores generados por mixturas de normales respecto del pardmetro de
escala, de la forma

i) Los{u,}soniid.y siguen una distribucion
I N(w,10, 5 02) dF(3)

donde F(/) es una funcidn de distribucién arbitraria sobre (0, o).

i) Los {u,}son intercambiables y, condicionalmente en / con (/. > O), se
distribuyen iid. como N(y,| 0, /6?), donde A ~F(i) y F(.) es una funcién de
distribucién arbitraria sobre (O, o).

La sugerencia de considerar familias mds generales que las mixturas de
normales respecto del pardmetro de escala en los modelos dinamicos,
como las clases 1) y 2) de sus comentarios que se han utilizado amplia-
mente en estudios de robustez bayesiana para modelos estdticos, nos
parece extraordinariamente interesante, siempre que la obtencidén de, p.e.,
rangos del vector de medias o moda a posteriori de 0,ly,,..., vy, fuese
computacionalmente sencilla como en los casos de inferencia estatica.
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Los comentarios del Profesor F. Tusell se centran en un punto especial-
mente importante y delicado de nuestro trabajo como es la cuestidon de
simplificar la distribucidn exacta de 0, ?y,,.. . v,

La idea de aproximar en cada etapa la mixtura de normales por una
normal, se podria extender, como acertadamente sefala el Profesor Tusell,
a s etapas. De hecho no seria necesario efectuar la aproximacién en los
instantes t+ ns, sino Unicamente al cabo de las s primeras etapas, que son
las cruciales en el proceso de aproximacion, como se ha sehdalado previa-
mente en Bernardo y Girén (1989a,b) y se podria justificar de un modo
tedrico utilizando, por ejemplo, los resultados de Heyde and Johnstone
(1979) que garantizan la normalidad asintdtica de la distribucidn de
(),fr:zy,,..., y, cuando t— ==. Si tenemos en cuenta que la verdadera
distribucion es siempre una mixtura de normales, la lectura del resultado
anterior nos dice que cuando t crece los términos de la mixtura con pesos
mayores tienden a converger hacia una distribucion (la asintdtica) mientras
que el resto de los términos de la mixtura con distribuciones alejadas de la
asintdtica tendrian pesos cada vez menores, es decir ‘u'o — 0, con lo

o'1- 'IY

que se conseguiria lo que Tusell denomina la poda del arbal.

Todo lo anterior parece reforzar nuestra conjetura de que el problema de
aproximacion es bdsico en las s primeras etapas, donde s dependeria de
varios parametros: /., y k; tal como sefala el Profesor Tusell, y de la
dimension del vector (),. En estas etapas podria ser interesante aplicar la
idea de Tusell de examinar selectivamente parte del &rbol y desechar
aquellas ramas que tuvieran probabilidad pequefa. Otra idea que aqui
queremos apuntar, y que esta relacionada con la parte final de sus comen-
tarios es la de ir aproximando dindmicamente la mixtura por otra de menor
nimero de términos, combinando aquellos términos que o bien son préxi-
mos entre si (en términos de alguna divergencia o métrica) o tienen un
peso muy pequeno (menor que un cierto umbral) y no son prometedoras
en el sentido apuntado por Tusell. De acuerdo con los razonamientos del
punto anterior, a medida que t creciera el nimero de términos de la
mixtura iria decreciendo hasta llegar a uno.

Por dltimo, queremos mencionar que en el reciente libro de West and
Harrison (1989), también se presentan resultados alternativos a los de
nuestro articulo.
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