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RESUMEN

Este articulo trata de la aplicacidn de las funciones de distan-
cia a la estadistica y al andlisis de datos. Se exponen y discuten
expresiones sobre distancias y coeficientes de similaridad entre
individuos y poblaciones. Se incluyen también algunas aplicacio-
nes a la biologia, genética, psicologia, arqueologia, linglistica,
andlisis de la varianza, regresion y asociacidén estocastica.
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1. INTRODUCCION

Las medidas de distancia entre poblaciones y dentro de poblaciones, han
sido ampliamente utilizadas en numerosos campos cientificos: antropologia,
agricultura, biologia, genética, economia, lingiiistica, psicologia, sociologia,
etc. '

La nocion de distancia estadistica junto con sus propiedades constituyen
una importante herramienta, tanto en la estadistica matematica como en el
analisis de datos. En el primer caso porque mediante una distancia se
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pueden construir contrastes de hipotesis, estudiar propiedades asintoticas
de estimadores, comparar pardmetros, etc. En el segundo caso, porque la
distancia es un concepto muy intuitivo, que permite obtener representa-
ciones geométricas, faciles de entender, ofreciendo al investigador una
importante ayuda para interpretar la estructura de los datos.

En lineas generales consideramos dos clases de distancias estadisticas
entre individuos y poblaciones:

a) Los n individuos de una poblacion 2 quedan descritos por una matriz
de datos X(n x p), donde p es el nimero de variables estadisticas (cuantita-
tivas, cualitativas, binarias o categodricas). El nimero n suele ser el tamano
de una muestra de la poblacién (ejemplo: n= 75 estudiantes universitarios),
pero puede darse el caso de que £2 sea una poblacion finita de n elementos
(ejemplo: las n= 50 provincias espafolas). Una distancia J,= J(/.f) entre
dos individuos o elementos 7,/ de 2 es una medida simétrica no negativa
que cuantifica la diferencia entre ambos en relacién con las variables. 0 se
puede sumarizar a través de la matriz de distancias

O,y Oyp---0,,
A= 05, 055 ...0,, (1)
Ons Opz---0p,
siendo 6,=0,6,,=9; .
TABLA 1

Matriz de distancias genéticas entre 6 poblaciones de Drosophila sub-
obscura: Heriot (H), Dalkeith (D), Groningen (G), Viena (V), Zurich (Z),
Drobak (Dr)

H D G V Y4 Dr
H O 0.083 0.290 0.399 0.331 0.307
D @) 0.276 0.370 0.3 0.307
G O 0.187 0.112 0.152
Vv 0] 0.128 0.260
y 4 O 0.235
Dr 0

b) Los individuos de cada poblacion estan caracterizados por un vector
aleatorio X = (X,, ..., X,), que sigue una distribucion de probabilidad f(x,, ...,
x,; 0). La distancia entre dos individuos 7./, caracterizados por los puntos x,
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x; de R”, es una medida simétrica no negativa J (x,x) que dependera de 0.
Anadlogamente la distancia entre dos poblaciones serd una medida de diver-
gencia J (0,,0,) entre los pardmetros que las caracterizan. También puede
ser conveniente introducir una distancia J (x,0) entre un individuo / y los
parametros 6.

Se pueden definir también distancias no paramétricas que miden la
divergencia funcional entre funciones de densidad. En algunos casos estan
relacionadas con medidas de entropia.

Tanto en el caso a) como en el b), en muchas aplicaciones interesa
representar el conjunto 2 con la distancia ¢, es decir, (€2, §), mediante un
espacio geométrico modelo (V,d), donde V es un conjunto geométrico
(espacio euclideo, variedad de Riemann, grafo, curva, etc.) y d es una
distancia sobre V. Segun la técnica de representacién utilizada (andlisis de
componentes principales, andlisis de coordenadas principales, andlisis de
proximidades, analisis de correspondencias, andlisis de cluster, etc.), la
distancia d puede ser euclidea, ultramétrica, aditiva, no euclidea, riemania-
na, etc.

La tabla 1 contiene un ejemplo de distancia genética entre un conjunto €2
de poblaciones europeas de D. subobscura. Aunque la distancia 6 no es
ultramétrica ni aditiva, puede representarse aproximadamente mediante un
espacio ultramétrico (figura 3) o un espacio aditivo (figura 8).

1.1. Propiedades generales

Una distancia é sobre un conjunto 2 es una aplicaciéon de 2 x Q2 en R, tal
que a cada par (/) hace corresponder un nimero real Jd(i,j) = 8., cumplien-
do algunas de las siguientes propiedades:

i’

P. 1 o0,> 0

P. 2 o0,=0

P. 3 o, =90

P. 4 0, < O+ 0,

P. 5 0,=0 siysolosi /i=/

P. 6 J,< max{d, 6,} (desigualdad ultramétrica)

P. 7 6,+6,< max{6,+9d,.6,+5,} (desigualdad aditiva)
P. 8 0, es euclidea

P. 9 0, e€s riemanniana

P.10 J, es una divergencia
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Observaciones:

1) Una distancia debe cumplir por lo menos P.1, P.2, P.3. Cuando sélo
cumple tales propiedades recibe el nombre de disimi/aridad.

2) P.8 significa que existen dos puntos x; = (x,,, ... x;,,))", x; = (x;,, ..., x;,.)
de R™ tales que

2= (x;- x) (x; - x) (2)

es decir, J; es la distancia euclidea entre los puntos x,, x;. Entonces (£, J)
puede representarse mediante el espacio euclideo (R™, d).

3) P.9 significa que (.Q,J) puede ser representado mediante una varie-
dad de Riemann (M, d,,).

4) P6 =—> P.8 = P.4.
5) P6 = P.7 => P.4.

6) Supongamos que hemos definido una medida de probabilidad u sobre
2. Entonces P.10 significa que J es una expresion funcional sobre u.

Algunas distancias poseen un calificativo propio segun las propiedades
que cumplen (cuadro 1). Todas estas propiedades las hemos referido a
(€2,6). En algunos casos, como la distancia de Mahalanobis, J verifica
directamente las propiedades P.1 a P4 y P.8 a P.10. Sin embargo, en
general 6 cumple solo aproximadamente algunas de las propiedades ex-
puestas. Se trata entonces de representar (2,0) a través de un modelo
(V.d), aproximando 6 a d, donde 6 cumple con las suficientes propiedades
" requeridas. Por ejemplo, si podemos aproximar J a d, siendo d una distancia
ultramétrica, entonces (V,d) es un espacio ultrameétrico y (2, ) puede ser
representado a través de un dendograma.

CUADRO 1
Calificacion de una distancia segun sus propiedades.

Disimilaridad: P.1, P.2, P.3

Distancia métrica: P.1, P.2, P.3, P.4, P.5
Distancia ultramétrica: P.1, P.2, P.3, P.6
Distancia euclidea: P.1, P.2, P.3, P4, P.8
Distancia aditiva: P.1, P.2, P.3, P.7
Divergencia: P.1, P.2, P.10
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2. DISTANCIAS SOBRE MATRICES DE DATOS

2.1. Similaridades

Una similaridad s sobre un conjunto 2 con n individuos, es una aplica-
cion de Q2 x 2 en R verificando las siguientes propiedades:

1) O0<ss;< 1
2) s, =1
3) s;=s;

La cantidad s; = s(/.,/) es una medida del grado de semejanza entre dos
elementos /,/, en el sentido de que si ambos son muy parecidos entonces S,
se aproxima 1. El concepto de similaridad es especialmente utilizado cuan-
do sobre Q2 se han introducido p caracteristicas cualitativas, que se asocian
a otras tantas variables binarias, que toman el valor O si la caracteristica
estd ausente y el valor 1 si estd presente. La matriz de incidencia indivi-
duos x caracteristicas es una matriz X = (x,), cuyos elementos son ceros y
unos. La similaridad entre dos individuos /,j queda bien descrita a través de
a, b, c. d siendo

n

a=22 x,Xx
k=1 ik 7k

b= %

d= é, (1-x, (1-x,)

, (1 - x;) x;

, Xik (1 - x;)

es decir, a es el numero de caracteres presentes comunes, b es el nimero
de caracteres ausentes en / pero presentes en /, etc. Una similaridad S, €es
entonces una funcién de a, b, c.

S,'/'z f(a, b, C)

tal que es creciente en a, decreciente y simétrica en b y c, vale s;=0 si
b+c=p, ys;=1sia+d=p.

Numerosos autores (Jaccard, 1900; Kulcynski, 1928; Russell y Rao,
1940; Sorensen, 1948; Sokal y Michener, 1958) han propuesto coeficien-
tes de similaridad verificando tales propiedades:

a
S;= (Jaccard)
a+b+c
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a

S;= — (Russell y Rao)
p
a+d _
S;= (Sokal y Michener)
p
Sin embargo, otros coeficientes como
a
S, = (Kulczynski)
b+c

cuyo rango es (0, «), no las cumplen.

La asociacion entre los n elementos de (2 se expresa a través de una
matriz de similaridades

s” s,z;- -S’n
52, S ...52
S — 22 n (3)
Snl Snz...sn,,

A menudo S se puede expresar operando en forma elemental la matriz X.
Por ejemplo, para los coeficientes de Russell-Rao y Sokal-Michener, se
tiene, respectivamente:

S, =(XX")/p
S,=[XX"+(J-X){J-X)]/p

En otros casos (Gower, 1971), la expresion es mads compleja. Por ejemplo,
para el coeficiente de Jaccard, se tiene:

XX’ XX’
+ — [ Z

S, = 3
p P k=

, J-X)J-X), (I-X)I-X)/ p“]

indicando A , B la matriz cuyos elementos son a; x b, (producto matricial
de Hadamard).

Para pasar de una disimilaridad a una distancia basta utilizar la férmula
o,=1-s; (4)
Sin embargo, es mds aconsejable utilizar

s,=V 1-s, (5)

1
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En efecto, (5) da lugar a una distancia métrica, incluso euclidea, para la
mayor parte de similaridades utilizadas en las aplicaciones (véase el cuadro
2). En general, dada una similaridad cualquiera (no necesariamente com-
prendida entre O y 1), podemos definir la distancia (Gower, 1966)

0, = v S, +S;-2s, (6)

Si S es una matriz (semi) definida positiva, entonces J, es euclidea (ver
seccion 4.1), y por lo tanto podremos representar (2, §) a través del espa-
cio euclideo (R™, d). En cambio, como se desprende del cuadro 2, pocas
veces la distancia (4) es métrica y en ninguno de los casos presentados es
euclidea.

Sobre los criterios que deben seguirse para elegir el coeficiente de simi-
laridad (que dependerad del tipo de datos y el peso que se desea dar a las
frecuencias a, b, ¢, d) véase Legendre y Legendre (1979), Gower y Legen-
dre (1986).

CUADRO 2

Propiedades de algunos coeficientes de similaridad para variables bina-
rias.

SIMILARIDAD AUTOR RANGO S 20 METRICA EUCLIDEA
-4 Kulczynsky 0, Si
b+c
a Russell y Rao 0,1 Si Si (Si) Si
a+b+c+d
S — Jaccard 0,1 Si Si (Si) Si
a+b+c
a+d Sokal y Michener 0,1 Si Si (Si) Si
a+b+c+d
a , e ,
Anderber 0,1 S Si (Si S
a+2(b+c) 9 | Hsi !
a+d Rogers y Tanimoto 0,1 Si Si (Si) Si
a+2(b+c)+d
a Sorensen 0,1 Si Si (No) Si

a+(b+c)+d
. {Sigue)

(1) S > O significa que la matriz de similaridades es (semi) definida positiva.

(2) La propiedad métrica se refiere a la distancia d,j= \s,+s,-2s,; y a la distancia
d;;= 1-s, (entre paréntesis).

(3) Ninguna de las distancias 3,/ es euclidea.
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CUADRO 2 (Final)

Propiedades de algunos coeficientes de similaridad para variables bina-
rias.

SIMILARIDAD AUTOR RANGO S 20 METRICA EUCLIDEA
a+d Sneath y Sokal 0.1 No Si (No) No
a+}(b+c)+d
a-(b+c)+d Harman 1 o S (S <
a+b+c+d
I%( l + a) Kulczynski 0.1 No No (No) No
a+b a+c
2,2 ,49 ,4d Anderb :
2 a+b +a+C +c+d +b+d ) nderberg O, No No (No) No
a ..
Och 0.1 : . ,
\(a+b)(a+c) chiai ‘ Si Si (No) Si
ad
T g 0’1 4 ’ ’
\(a+b)(a+c) (b+d) (c+d) Si Si (No) Si
ad-bc
e P _1'1 4 - .
v(a+b)(a+c)(b+d) (c+d) earson Si Si (No) Si
2gbe Yule -1,1 No No (No) No

ad+bc

(1) S > O significa que la matriz de similaridades es (semi) definida positiva.

(2) La propiedad métrica se refiere a la distancia d,;= Vs,+s,,-2s;. y a la distancia
d;;= 1-s;; (entre paréntesis).

(3) Ninguna de las distancias d,; es euclidea.

2.2. Distancias sobre datos cuantitativos

Supongamos que los valores observados para p variables aleatorias so-
bre n individuos, son cuantitativos, formando una matriz de datos

X = (7)

------------------



DISTANCIAS ESTADISTICAS 303

Entonces cada individuo / puede representarse como un punto x;, € R”. La
distancia mas familiar entre dos individuos 7./ es la distancia euclidea (2),
es decir,

P
d2 (I'j) = szzl (X,‘k - xjk)z (8)
Tal distancia es un caso particular de las distancias de Minkowski

. » p ,/
dq (7./) = ( E__’r le.k—xl.k |a)7/q 1 <q< = (9)

que verifican P.1, P.2, P.3 y P.4. No son distancias euclideas, salvo el caso
g=2. Para g=1 se tiene

Lo P
d; (/,/} =X lX,'k - X/‘k I

k=1

que se denomina distancia ‘‘ciudad’’. Una expresion limite de (9) es
d_ (i) = max{|x, - x, |}

llamada distancia “'dominante’. Véase la figura 1.

Volviendo de nuevo a la distancia euclidea (8), vemos que tiene algunos
inconvenientes: a/ no estd acotada; b) no es invariante por cambios de
escala; ¢/ considera la p variables estocasticamente independientes.

Se han propuesto diferentes modificaciones sobre d,(ij) a fin de evitar
tales inconvenientes. Una primera modificacién consiste, simplemente, en
dividir por el nidmero de variables, es decir, introducir la distancia (al cua-
drado)

. 1 .
& (ij) = 5 d, (/)

Orloci (1967) ha propuesto otras transformaciones, que permiten acotar la
distancia, y que en general estdn basadas en métricas geodésicas sobre la
hiperesfera de radio 1 (ver secciéon 5.4)



304 ESTADISTICA ESPANOLA

&

%1

Fig.1. Distancias de Minkowski en dimension p=2. Distancia euclidea d,=c. Distancia "‘ciu-
dad’’: d, = a + b. Distancia "dominante’”: d_ = a.

La invarianza por cambios de escala se resuelve dividiendo cada término
(x, - x,) por la desviacidn tipica de la variable k, lo que nos lleva a la
distancia de K. Pearson (seccidon 3.1). El inconveniente ¢/ puede resolverse
introduciendo la distancia de Mahalanobis {seccion 3.2) que tiene en cuen-
ta las correlaciones entre las variables, y por tanto la redundancia existente
entre las mismas.

Otras variantes de (9) son la métrica de Canberra

l X/'k B xjk |

p
2
k=1 | x| +] X, ]

que ha sido utilizada por Lance y Williams (1967), y el coeficiente de
divergencia (Clark, 1952).

e (M
P KT Xy ¥ Xy

Las propiedades métricas y euclideas de estas y otras distancias para
matrices de datos positivos, se consideran en el cuadro 3. Sobre los crite-
rios que deben seguirse para la eleccion de la distancia, véase Legendre y
Legendre (1979), Gower y Legendre (1986), y Legendre, Dallot y Legendre
(1985). En este ultimo trabajo, las distancias son clasificadas en tres tipos,
segun el peso que se quiera dar a las diferencias entre variables con
diferentes rangos de variacidon (suponiendo variables dimensionalmente ho-
mogéneas y no negativas).
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CUADRO 3

Distancias y disimilaridades para datos cuantitativos (no negativos).

DISTANCIA AUTOR METRICA EUCLIDEA
n
( E’ (x4 - xjk)z )72 Euclides Sl Si
n
(X (- )77 Minkowski S NO
n Xk - Xk
(£ (—— )2)'72 K. Pearson Si S|
k=1 Sk

LR |
Canberra Si NO

k=1 |X,‘k| + ka'
/

1 n (X'k - Xk)2
> Ll =)' Clark S Sl
n k=T (g + X;)

3. DISTANCIA DE MAHALANOBIS

3.1. Distancia euclidea normalizada

Dada una matriz de datos X en los términos de la seccion 2.2, la
distancia euclidea normalizada K (//) es la raiz cuadrada de
P (x, - x,)°
K2 (ij)= T —&
k=1 0-2
k (10)

donde &2 es la varianza de la variable k. La distancia K (i/) es invariante por
cambios de escala y es una distancia entre individuos relacionada con el
coeficiente de semejanza racial introducido por K. Pearson (1926), que ha
sido utilizado en antropologia para diferenciar craneos. Dadas dos poblacio-
nes representadas por (u,, X) y (u,, ¥), donde u,, 1, son los vectores de
medias y X es la matriz de covarianzas (comun) en relacion a p variables
aleatorias, el coeficiente de semejanza racial, también llamada distancia de
K. Pearson, es proporcional a

K2 =, - w,) [diag (£) 17 (u, - u,) (11)
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K es también invariante por cambios de escala y puede considerarse un
precedente de la distancia de Mahalanobis (14). Ambas distancias han sido
comparadas por diversos autores. Véase Mardia (1977).

3.2. Definicion y propiedades de la distancia de Mahalanobis

Supongamos que una poblacion 2 estd caracterizada por p variables
aleatorias, siendo u = (u,, ... u,)° el vector de medias y X la matriz de
covarianzas no singular. La distancia de Mahalanobis M(//) entre dos indivi-
duos 7/, representados por los vectores x, x,, se define como

M? (ij) = (x, - x)" Z77 (x; - x,) (12)
Andlogamente, la distancia entre un individuo 7 y la poblacién 2 es

M2 (192) = (x, - u) ' (x - u) (13)
La distancia entre dos poblaciones 2,, 2, es

M?(Q,, ,) = (i, - ;)" Z7 (uy - uy) (14)

Desde luego, estrictamente la distancia es M(.j), M(;, ) y M(L,, ,)
aunque es preferible manejarla elevada al cuadrado. La distancia (14) fue
introducida por Mahalanobis (1936), alegando criterios heuristicos. Sin
embargo, aparece de forma natural por diferentes caminos, como comenta-
mos seguidamente.

a) Sea E= < X,, .., X, > el espacio vectorial generado por p variables
aleatorias. Sea X la matriz de covarianzas no singular. Considerando E*,
espacio dual de E, a cada individuo 7 de Q2 le podemos hacer corresponder
la forma lineal /* de E* tal que /*(X) = X(/), donde X € E. Luego, a través de
las variables X,, .., X, podemos proyectar £2 en E". Entonces, como la
métrica natural en E* viene dada por la matriz inversa X’ la distancia en E*,
es decir, la distancia entre individuos, es M {(/,/).

b) La funcidn de densidad normal multivariante N, (u,X) es
fd=12nZ | exp {——2'- (x-u) T (x-u}

es decir, es una funcidon exponencial de la distancia de Mahalanobis entre x
y 1. Obsérvese que la distribucidon de esta distancia es j/i-cuadrado.

c/) Consideremos g poblaciones €,, ..., 2, g > 2. Supongamos asociada
a cada poblacion €, una distribucién N, (4, X) y que sobre un individuo
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w tenemos la informacion multivariante x. En andlisis discriminante es
conocida la regla de la maxima verosimilitud para asignar @ a £, donde
je€ {1...9} Es facil demostrar que esta regla es equivalente a asignar w a
la poblacion £, tal que la distancia de Mahalanobis M(w, Q) es minima
(Mardia et a/, 1979).

d) Consideremos el modelo estadistico N, (u,X) de las distribuciones
normales, con X fijo, 4 € R”. Dotando al espacio paramétrico R? de estruc-
tura de variedad riemanniana entonces la distancia de Mahalanobis
M(u,, u,) es una distancia geodésica entre dos puntos de la variedad (sec-
ciéon 5.4).

Por otra parte, la distancia de Mahalanobis goza de interesantes propie-
dades, que vamos a comentar para la version (12).

1) M@j)>0 vy M({ij)=0 siysdlosi x,=x;.
2) M(ij)=M{@.i) .
3) M(ij) < M(ik)+M(.k).

4) M(/j) es invariante por transformaciones lineales no singulares de
las variables. En particular, es invariante por cambios de escala.

5) Introduciendo el cambio de variable y = ¥} x, es facil ver que la
distancia de Mahalanobis es euclidea.

6) Es una distancia normalizada, que puede expresarse en unidades de
desviacion tipica. Ademas, tiene en cuenta las correlaciones entre las varia-
bles, es decir, la redundancia entre las variables.

7) Indiquemos por M, la distancia basada en p variables y por M, la
distancia basada en p+q variables, conteniendo estas p+q a las p primeras.
Entonces

M, < M,
8) Sean M, M, las distancias tomando las variables X= (X,, ... X))
Y=1(Y, .. Y,). Supongamos que las variables X estan incorrelacionadas

con las variables Y. Entonces
2 - 2 2
Mp+q_ Mp+ Mq
Las propiedades 7) y 8) se ilustran en la figura 2, en la que puede
apreciarse que la distancia de Mahalanobis es mayor para dos variables
que para una sola, disminuyendo a medida que aumenta la correlacion
entre las variables.
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p - o= o

Puide

P o P D e W e E® w e

Y

Fig. 2. Distancia de Mahalanobis en el caso de variables incorrelacionadas y de variables

correlacionadas. Obsérvese que M > M’ > a.

Es de esperar, por otra parte, que en las aplicaciones la distancia sea
estable

L/m Mp=a < oo
p—> o

es decir, si el nimero de variables p es grande, la distancia de Mahalanobis
no aumentara o al menos tenderd a un valor finito a, debido a que las
variables anadidas seran redundantes respecto a las p anteriores.

3.3. Distancias singulares

Supongamos ran £ =r < p y que u, - u, es combinacién lineal de las
columnas de 2. Se define la distancia de Mahalanobis singular entre las

poblaciones de vectores de medias u,, u, y matriz de covarianzas ~ como

M? = () - pp) 27 (1, - 1))

donde X = es una g-inversa de X. La distancia singular tiene aplicaciones a
la genética (seccidn 7.2), al andlisis factorial y a la comparacién de curvas
de crecimiento. Véase Rao (1954) y Mardia (1977).
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4. DISTANCIAS EUCLIDEAS, ULTRAMETRICAS Y ADITIVAS

4.1. Caracterizacion de una distancia como distancia euclidea

Las distancias de K. Pearson, Mahalanobis y Minkowski para g=2, son
euclideas por propia definicién. Sin embargo, en otros casos, la decisién
sobre si la distancia o definida en un conjunto 2 es euclidea o no, no puede
tomarse tan directamente. Es entonces cuando adquiere importancia fun-
damental el teorema 1, puesto que nos permite representar (2, 5) a través
de un espacio euclideo (R™, d).

Sea 2 un conjunto formado por n elementos y sea 0,= 0 (i.j) una distan-
cia sobre Q. Diremos que la matriz de distancias A=(J,) es euclidea
m-dimensional si existen n puntos x,,x,,...,Xx, S€ un espacio euclideo R™ tales

que
o7 =(x - x)" (x, - x) (15)

En otras palabras, A es euclidea si existe una matriz de datos X cuyas filas
SON X; , X3, ..., X,

n

X1 Xy2 X1m
X21 X22 -+ Xom

X= (16)
an Xn2 Xnm

Verificdndose

5;2/: % (X, - Xjk)2

Consideremos ahora la matriz identidad 1, la matriz J, de orden nxn
cuyos elementos son todos iguales a 1, la matriz

H=1 -1y
n
y la matriz A = (a,), siendo a;= —% 5;?1 para//=1,2,..,n. Sea también
B=HAH (17)

Obsérvese que los elementos de la matriz B = (b,) verifican

b, = a;-a-a+a
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siendo 5, , 51 las medias de la fila / y de la columna j respectivamente, y ala
media de los n° elementos de A.

Teorema 1

La matriz de distancias A es euclidea m-dimensional si y sdlo si B es
semidefinida positiva de rango m.

Demostracion: Véase Seber (1984).

Si B es semidefinida positiva y de rango m, entonces existe una matriz
X(n x m) tal que

B=XX (18)

Cualquier matriz X cumpliendo (18), puede tomarse como matriz de datos,
es decir, tal que sus filas contengan las coordenadas de los puntos de R™
cuyas intradistancias reproduzcan A.

Este importante resultado fue primeramente obtenido por Schoenberg
(1935), fecha en verdad tardia tratdndose de una propiedad fundamental
de la geometria euclidea. Cuando X proviene de la descomposicidn espec-
tral de B, se obtiene la soluciéon del andlisis de proximidades (‘ ’metric
multidimensional scaling’’), utilizada por Torgerson (1958) en psicologia, y
replanteada con mayor claridad por Gower (1966), con el nombre de
analisis de coordenadas principales. Desde entonces ha sido ampliamente
utilizada también en ecologia, botanica, etc. Gower (1982) propone y dis-
cute ciertas generalizaciones del Teorema 1.

Sea ahora S una matriz de similaridad (semi) definida positiva. Luego
S=XX" para alguna matriz X(nxm) y por tanto s;= x;. x, donde x; ..., x,
representan las filas de X. Entonces, tomando la distancia J, definida por S,
como

resulta que J,, es una distancia euclidea. En consecuencia, para conseguir
una representacion euclidea de 2 de modo que la proximidad entre puntos
sea el equivalente geomeétrico de la similaridad entre individuos, es preferi-
ble utilizar (5) 6 (6) en vez de (4).

Supongamos ahora que la matriz de distancias A no es euclidea. Enton-
ces B tiene valores propios negativos, no existe ninguna matriz X verifican-
do (18) y por lo tanto 2 no puede representarse en un espacio euclideo.
Este problema se presenta con frecuencia en psicologia. Para solventarlo,
se debe aproximar o a una distancia euclidea d, a fin de que (2, J) admita
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una representacion euclidea aproximada. Después de los trabajos de
Shepard (1962 a,b) y Kruskal (1964 a,b), quedd establecido que ¢ debia
transformarse en d=f(J), donde f es una funcion mondtona no decreciente,
a fin de que se conservara la preordenacion de las distancias originales, es
decir,

0..< O....

1 — 1y

<= d.< d... (20)

[/ J— 1]

Las transformaciones pueden ser algebraicas o numéricas. Entre las prime-
ras, las mas sencillas son (suponiendo 7 ¥ j) :

d,=d,+c¢C (Cooper, 1972; Cailliez, 1983),
o =0;-2a (Lingoes, 197 1; Mardia, 1978) ,
d,=ad;+b (Cuadras y Ruiz-Rivas, 1980) .

Se demuestra que si 9, no es euclidea, existen constantes adecuadas a,
b, ¢ tales que d; es una distancia euclidea. Respecto a las segundas, existe
abundante literatura sobre el tema de transformar, por procedimientos
numeéricos, una distancia no euclidea en euclidea. Véase De Leeuw y Heiser
(1982), Cuadras et a/. (1985).

4.2. Distancias ultramétricas

En esta seccion estudiamos la propiedad
P.6 5,< max{d,, 6,} V¥ ijk

asi como sus principales consecuencias. Cuando se cumple P.6 se dice que
(£2,0) es un espacio ultramétrico. Sin embargo, dificilmente una distancia
calculada a partir de unos datos estadisticos, cumplird una propiedad tan
restrictiva como la desigualdad ultramétrica. En realidad, se trata de aproxi-
mar 0 a una ultramétrica ¢, y representar aproximadamente (£,5) a través
de un espacio ultramétrico, en el sentido de la seccion 1.

El axioma ultramétrico para una distancia fue introducido por primera vez
por M. Krassner en 1930, en ciertas investigaciones de la teoria de nume-
ros y series formales, demostrando que ciertas distancias, como la distan-
cia p-ddica entre numeros enteros y la distancia entre los rangos de dos
series, cumplian la propiedad ultramétrica. Posteriormente Benzecri (1965),
Jardine, Jardine y Sibson (1967) y Johnson (1967), establecieron la rela-
cion entre distancia ultramétrica y jerarquia indexada. Desde entonces, las
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distancias con la propiedad P.6 juegan un papel fundamental en analisis de
datos.

Supongamos que (0,0) es un espacio ultramétrico. Es bien conocido
(Jonhson, 1967; Benzecri, 1976), que puede asociarse a £2 una jerarquia
indexada (C,a) donde C es una coleccién de subconjuntos (' ‘clusters’) de
Q. o es un indice sobre C, univocamente determinado por la distancia
ultramétrica J, con ciertas propiedades de monotonia. La idea principal es
que en un espacio ultramétrico, la nocion de proximidad entre dos indivi-
duos, en el sentido de que su distancia es inferior a un valor x > O dado,
define una relacidon de equivalencia en  y por tanto una particion de (2. Es
decir, la relacién /~j si.y soélo si J,< x, es de equivalencia y define una
particion (“‘clustering’’) de 2 para cada nivel x. Aumentando x se obtiene
particiones progresivamente menos finas, que engloban a las anteriores,
formando una estructura jerdrquica. La representacion geométrica de (LQ,9)
se lleva a cabo a través de un dendograma, que refleja métrica (a través de
a) y jerarquicamente la estructura de €2 (figura 3).

La aplicacion de estos conceptos para resolver problemas de clasifica-
cién, taxonomia y sistematica, es bien conocida (Jardine y Sibson, 1971;
Sneath y Sokal, 1973; Benzecri, 1976; Cuadras, 1981). Por otra parte, es
bastante frecuente en las aplicaciones, la doble representacion de (£,9),
bien a través de un espacio euclideo, bien a través de un espacio ultra-
meétrico (véase, por ejemplo, Escarré, 1972; Canton y Sancho, 1976,
D’Andrade et a/, 1972; Rapoport y Fillenbaum, 1972; Del Castillo, 1986)
hasta el punto de que la relacion entre ambas representaciones ha intere-
sado a los estadisticos.

La pregunta bdsica es la siguiente: {cudl es la conexidn que existe entre
la representacion a lo largo de unos ejes de coordenadas y a través de un
dendograma?. Un primer paso sobre este tema fue dado por Holman
(1972), que demostro el siguiente:

Teorema 2

Si (©2,0) es un espacio ultramétrico, Q2 tiene n elementos y J,# O para
todo /#j, entonces la matriz de distancias A=(5;) es euclidea (n-1)-
dimensional.

De este resultado, que habria sido conjeturado por Gower (1971), se han
dado diferentes demostraciones: Gower y Bandfield (1975), Cailliez y
Pagés (1976), Cuadras y Carmona (1983). Otros autores han relacionado
ambas clases de representaciones. Ohsumi y Nakamura (1981) estudian la
relacion entre la formacidn de ‘“‘clusters’” y los valores propios de la matriz
asociada a A (teorema 1). Carroll (1976) introduce estructuras de arbol
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como modelos intermedios entre los modelos espaciales y el esquema de
representacion jerdrquico, describiendo un algoritmo para ajustar una es-
tructura de arbol a (£2,0). Por otra parte, Pruzansky et a/. (1982) estudian y
comparan representaciones en el plano euclideo y a través de un arbol
aditivo (ver seccion siguiente), proponiendo indices y criterios de ajuste
para decidir el modelo mas apropiado.

Por lo demds, no parece fécil interpretar el teorema 2. Holman (1972)
observa que mientras un conjunto finito en el que hay definida una distan-
cia ultramétrica, puede representarse integramente en el plano mediante un
dendograma, la dimension exacta en una representacion euclidea vale
exactamente (n-1), luego parece estar renida con una reduccion de la
dimension, es decir, con una representacion tomando (por ejemplo), los 2
primeros ejes principales. Sin embargo, Critchley (1985) demuestra que
una distancia ultrameétrica puede llegar a estar arbitrariamente proxima a
una distancia euclidea m-dimensional, incluyendo m=1.

Cuadras (1983), Cuadras y Oller (1987) discuten este problema analizan-
do las coordenadas euclideas X(nx (n-1)) que verifican (18), obtenidas por
descomposicion espectral de B, es decir, las coordenadas principales aso-
ciadas a una matriz de distancias ultrametricas A. La estructura de los
vectores propios de B esta relacionada con la formacion de ‘‘clusters’ y
algunos valores propios pueden obtenerse explicitamente.

Existe una particion
Q=0 +...+Q2,+8Q2,,+...+Q, (21)

tal que cada 2, 1 < / < r, contiene n, > 1 elementos, mientras que cada

Q,r < i< k contiene n=1 elementos, siendo

n=2%x n,
=1
el nimero de elementos de . La particion (21) estd formada por r “clus-
ters”’ maximales de elementos equidistantes y (n-r) elementos aislados
(pudiendo verificarse r> 1 y r=k). Si h,< ...< h, son las distancias (comu-
nes) en 2,,... 2, respectivamente, entonces

A, hfs...<1,=%hf

=1

2 -—
son valores propios de B y cada A, tiene multiplicidad (n-1). Ademas 4, es
el menor valor propio de B. Por otra parte, la matriz de coordenadas

principales puede ser arreglada en la forma

X=(X, X;, ..., X)
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donde X, (n x (n-1) ) contiene las coordenadas principales asociadas a 4,
que discriminan solamente los objetos contenidos en £, siendo 1< /< r.
Las demds coordenadas principales ubicadas en X, permiten representar, a
lo largo de (k-1) dimensiones, los “‘clusters’” que constituyen la particion
(21). Luego, la dimensiéon (n-1) necesaria segun el teorema de Holman,
puede quedar reducida a (k-1). Otra consecuencia es que la utilizacion de
los dos primeros ejes principales (asociados a los dos primeros valores
propios de B), puede ser inadecuada puesto que, en ciertos casos, podrian
no discriminar adecuadamente los diferentes “‘clusters’ de 2 .

Ejemplo: Consideremos el conjunto Q ={1,..., 7}y la matriz de distancias
ultramétricas sobre (2 . |

O 1
0

O NN

©C = NN

O & & & b

©C & P b p
C Lo 0 1 0\ O

Los valores propios de la matriz B asociada a A son

A, =21 A,=16,43 A,=35 A,=A =i,

I

1
2

La figura 4 contiene la representacion de la distancia a través de un
dendograma. La particion (21) es en este caso

Q={12}+ {34} + {5,6} + {7}

Las figuras 5,6,7, contienen las representaciones euclideas a lo largo de los
diferentes ejes principales. Obsérvese que la representacidon tradicional to-
mando los dos primeros ejes principales (figura 5), coloca los elementos 1
a 4 en el mismo punto. Sin embargo, tomando los ejes primero y tercero,
conseguimos discriminar el “‘cluster” { 1,2} del { 3,4}, es decir, la figura 6
refleja la particion anterior. Por otra parte, los elementos dentro de los
“clusters” { 1,2}, {3.4}, {5,6 }, quedan diferenciados a lo largo de los ejes
cuarto, quinto y sexto (figura 7).
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Fig. 3.— Representacion mediante un dendograma (distancia ultramétrica) de las poblaciones
cuya matriz de distancias genéticas viene dada en la tabla 1.
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4.3. Distancias aditivas

Una distancia J, es aditiva si verifica la desigualdad aditiva (también
llamada axioma de los cuatro puntos)

P.7 5,+3,< max {6,+6,,6,+38,} Yijikl

Cuando se cumple P.7 diremos que (2,5) es un espacio aditivo. De hecho,
una distancia estadistica no cumplira, en general, la desigualdad aditiva,
sino que se trata de aproximar J a una distancia aditiva J,, a fin de poder
aproximar (£2,8) a través de un espacio aditivo, en el sentido de la seccion1.

El interés por la desigualdad aditiva surge al considerar la desigualdad
ultramétrica como demasiado restrictiva para ajustarle una distancia esta-

distica. Se puede probar la siguiente implicacion entre las desigualdades
P.4, P.6, P.7:

ultrameétrica =—> aditiva => triangular

Por lo tanto, un espacio ultramétrico es un caso particular de un espacio
aditivo. Si € es un conjunto finito y J es una distancia meétrica no se
conoce ninguna forma de representacion de (£2,0) a través de una estructu-
ra geométrica conocida. Pero si J es ultramétrica entonces la representa-
ciéon puede hacerse en forma de dendograma. Y si 0 es aditiva, 2 puede
representarse a través de los extremos de un grafo simplemente conexo,
tomando como distancia la longitud del camino que los une. Esta es la
llamada representacién a través de un arbol aditivo (figura 8).

Fig. 8.- Representacion mediante un drbol aditivo (distancia aditiva) de las poblaciones cuya
matriz de distancias genéticas viene dada en la tabla 1.
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Buneman (197 1) demuestra que un espacio (£2,0) puede representarse a
través de un espacio aditivo si y solo si o verifica la desigualdad aditiva o
axioma de los cuatro puntos. Ademadas, como Waterman etal. (1977)
demuestran esta representacion es unica. Otra formalizacion de la repre-
sentacion aditiva ha sido desarrollada por Arcas (1987).

Un dendograma es un caso particular de un arbol aditivo. En efecto, es
un arbol aditivo con un nodo distinguido (llamado raiz) que es equidistante
de todos los extremos. Como la desigualdad aditiva es mas flexible que la
ultramétrica, resulta mas féacil ajustar una distancia aditiva a una distancia
estadistica. En otras palabras, en lugar de un dendograma, resulta mas
aproximada la representacidon a través de un arbol aditivo, que usualmente
se realiza en forma paralela.

Las diferencias entre ambos tipos de representacion son:

a) En el caso ultramétrico, las n(n-1)/2 interdistancias entre los indivi-
duos vienen determinados por al menos (n-1) valores intermedios, mientras
que en el caso aditivo este numero se eleva a (2n-3).

b) Una distancia ultramétrica define una jerarquia indexada (C,x), que es
la forma mas perfecta de clasificacion. La distancia entre individuos del
mismo ‘‘cluster’’ (distancia intracluster) es siempre menor que la distancia
entre individuos de distinto “‘cluster’” (distancia intercluster).

¢/ Una distancia aditiva no ultrameétrica no define ninguna jerarquia
indexada. La distancia intracluster puede superar a la distancia intercluster.

d) Toda distancia ultramétrica es euclidea (teorema 2). Una distancia
aditiva puede ser no euclidea.

e) En un arbol aditivo no existe un nodo equidistante de los extremos. El
problema de fijar una raiz (similar a la eleccion del origen de coordenadas
en una representacidon espacial) depende del algoritmo de clasificacion.
Diferentes raices inducen diferentes jerarquias de particiones o “‘clusters’’.

f) Si mediante algoritmos adecuados ajustamos una distancia ultramé-
trica y una distancia aditiva a una misma distancia estadistica, la distorsion
(que puede medirse utilizando la correlacion cofenética) es menor en el
caso aditivo. .

Un importante resultado es el teorema 3, que permite estudiar y clasifi-
car las distancias aditivas.
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TEOREMA 3
Si (©2,0) es un espacio aditivo, existe entonces una distancia ultramétrica
y una funcion ¥ : 2 — R tal que

o,=u,;+\¥({)+'¥() . (22)

Demostracién: Ver Buneman (197 1).

De la descomposicion (22) podemos obtener tres clases de distancias
aditivas, dando lugar a tres tipos simples de arboles aditivos:

a) Ultramétricos:

b) Singulares:
o,="Y (i) +"¥())

En este caso, el arbol aditivo tiene un unico nodo interno.

c) Lineales: Si todos los puntos pueden representarse a lo largo de una
linea recta.

Otros tipos de arboles pueden construirse combinando los tres anterio-
res. Véase Sattah y Tversky (1977), Barthelemy y Guénoche (1988).

Por otra parte, existen diversos algoritmos para ajustar una distancia
aditiva, que presentan diversas ventajas e inconvenientes (Arcas y Cuadras,
1987). El mas conocido es el ADDTREE, elaborado por A. Tversky e

implementado por Corter (1982).

Un algoritmo sencillo puede deducirse partiendo de (22). Mediante algu-
no de los algoritmos de clasificacidon jerdrquica, ajustemos una distancia
estadistica d;; a una ultramétrica v, . Sea

V= di/ - u,

Ajustemos seguidamente y, a un modelo lineal de la forma «, + «; por el
criterio de los minimos cuadrados. Entonces es facil ver que

& =[(2n-2) 3’%1 (dy-u,) - = (dy-uy) 1/ 2(n-2) (n-1)
= k#y

De este modo, 0, = u; + o; + a; es una distancia aditiva que se ajusta a d,,.
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5. DISTANCIA DE RAO

En esta seccion iniciamos el estudio de las distancias estadisticas defini-
das sobre distribuciones de probabilidad, en el sentido del apartado b) de |a
seccion 1. A causa de sus interesantes propiedades y su conexion con
otras distancias, empezaremos comentando una distancia introducida por
Rao (1945) y estudiada por Atkinson y Mitchell (1981), Burbea y Rao
(1982a,b), Oller y Cuadras (1982a, 1985), Oller (1987), Amari (1985),
Cuadras et a/. (1985), Burbea (1986), Mitchell (1988).

5.1. Definicion y propiedades generales

Sea S ={ p (X,0) } un modelo estadistico, donde X es un vector aleatorio,
0= (0,,...,0,) es un pardmetro n-dimensional, p(X,0) es una funcion de
densidad de probabilidad de X parametrizada por 0. Podemos considerar
que ( pertenece a una variedad diferenciable © y tomar la matriz de
informacion de Fisher

d d
G=E{[——/ X; — ; ’
{ Y og p(X;0) ] [ =7 og p(X;0) 1"} (24)

como tensor meétrico fundamental sobre ©. Indicando G = [ g, (6)], el
elemento del arco (al cuadrado) es

ds? (0) = .s'i, g,(0)d0,d0, (25)

iJj=

Debido a que G se comporta como un tensor covariante simétrico de
segundo orden para todo 0, resulta que (25) es invariante por transforma-
ciones admisibles de los pardmetros. Fijando entonces dos puntos 0, 05 de
©, y una curva paramétrica 0=0(t), t, < t< tg, con 6(t,)=0,, 0(t;) =0, la
distancia entre ambos a lo largo de la curva es

tg ds (0)

IB n « o
J"A dt at = J’tA | i,‘/"%—-l 9,(0) 0,0;]'" dt (26)

donde 0, significa la derivada respecto t. La distancia geodésica entre 0,y
(g es la distancia a lo largo de una curva geodésica, es decir, a lo largo de
una curva tal que (26) sea minima. La curva geodésica se obtiene resol-
viendo la ecuacion de Euger-Lagrange

g/h(}/+,£ rijh()./(}j:'_o h=1,...n

7 1j=1

n
2
I=
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con las condiciones de contorno (/(t,) = 0,, O(t;) = 05, siendo

rljh:% [afg/h+a/ghr-ahg//]

los simbolos de Christoffel de primera clase.

La distancia geodésica R(6,,0,) sobre O, basada en la matriz de informa-
cion de Fisher, recibe el nombre de distancia geodésica informacional o
distancia de Rao. Utilizada como distancia entre dos densidades de probabi-
lidad de S goza de las siguientes propiedades:

1) Es invariante por transformaciones admisibles, tanto de las variables
como de los parametros.

2) Si las variables aleatorias contenidas en X son estocasticamente
independientes y con distribuciones uniparamétricas, entonces la distancia
geodeésica es euclidea.

3) Se puede relacionar con el contraste de hipdtesis y estd conectada
con las propiedades asintoticas de ciertos estimadores de parametros.

La distancia de Rao puede también introducirse relaciondndola con cier-
tas medidas de divergencia (ver seccidn siguiente), o por via axiomatica,
exigiendo ciertas condiciones generales a una distancia entre distribuciones
de probabilidad (Cuadras et al., 1985). Otro camino para introducir esta
distancia consiste en considerar el espacio tangente T, definido en cada
punto de la variedad. T, es un espacio vectorial local, que esta generado
por los n vectores d /d ), i=1, ..., n. Todo vector tangente puede ser
representado como una combinacion lineal de la base natural d,=d /d 6,

V=X Vo, (27)

=1 !

Consideremos ahora el modelo estadistico S = { p(X,0) } y las n variables
aleatorias

N
!

logp (X,0) /i=1,...,n (28)

)

y supongamos que son linealmente independientes en X para cada valor de
(). Definimos entonces el espacio vectorial

T =<2,..,2, >

n

de las variables aleatorias que son combinacidn lineal de Z, .



DISTANCIAS ESTADISTICAS 323

Existe un isomorfismo natural entre T, y T'’/. En efecto, basta establecer
la correspondencia

0
d, <> Z,= o log p (X,0) (29)

!

segun la cual la imagen de (27) sera la variable aleatoria

Luego podemos identificar T, con T’/ y referirnos a T/’ como la representa-
cion en términos de variables aleatorias de T,.

Observando que, bajo ciertas condiciones de regularidad, se verifica
E(Z)=0 i/i=1,...,n
el producto escalar natural en T."/ es
<U,V,>=cov(U,V)=E(U,.V,)
luego los productos escalares de la base {Z,} son
g;0)=E(Z,.Z) ij=1,...,n

que constituyen la matriz de informacién de Fisher (24). Puesto que hemos
definido un producto escalar en cada espacio tangente T’/ resulta enton-
ces que hemos dotado a S de una estructura de espacio de Riemann. La

distancia geodésica entre dos puntos de la variedad se obtiene minimizan-
do (26).

Con el propdsito de estructurar las propiedades intrinsecas de un mode-
lo estadistico, Amari (1985) considera la a-conexion

1 -«

(2) __
ik =T+ "‘“““2 T

siendo T,, el tensor simétrico
T.=E(Z.2.Z2,)
Las geodésicas asociadas a un a-conexién son aquellas curvas cuyo

vector tangente se desplaza paralelamente a lo largo de si misma y pueden
considerarse como rectas. Tomando como tensor métrico la matriz de
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informacion de Fisher, resulta que la O-conexidn coincide con la conexidon
de Levi-Civita, que es la unica que hace compatible la nocion afin de
paralelismo con la nocion meétrica de distancia. Las demas conexiones son
menos naturales desde el punto de vista métrico, pero tienen interesantes
interpretaciones estadisticas.

La 1-conexion fue introducida por Efron (1975), y tiene una interpreta-
cion natural si consideramos la familia exponencial. Para esta familia se
verifica

1-a
2
que es identicamente O para x = 1. La familia exponencial constituye un

espacio sin curvatura respecto a la 1-conexion y las geodésicas asociadas
pueden interpretarse COmo rectas.

(x) _.
itk =

La -1-conexién fue introducida por Dawid (1975). Si consideramos una
mixtura de distribuciones

plx0)=(1-0p, (x)+0p,(x) O< O< 1

entonces

que es idénticamente O para o = -1. Obtenemos una familia de distribucio-
nes que constituyen un espacio sin curvatura respecto a la -1-conexion. La
familia puede considerarse como una linea recta conectando dos distribu-
ciones.

La teoria de las a-conexiones puede aplicarse para estudiar la familia de
distribuciones exponenciales, asi como la familia exponencial curvada de
Efron. Véase Amari (1985), Burbea (1986).

La distancia de Rao, es decir, la distancia geodésica en S basada sobre la
métrica asociada a (24), ha sido calculada para la mayoria de distnbucio-
nes univariantes y algunas distribuciones multivariantes. Si en ciertos casos
el calculo es sencillo, en otros es bastante complejo o no ha sido resuelto
todavia. Por ejemplo, para el sistema uni-parameétrico bivariante propuesto
por Cuadras y Augé (1981), en la expresion de la distancia intervienen
diversos desarrollos en serie (Ruiz-Rivas y Cuadras, 1988). La distancia
entre dos normales multivariantes con distinta matriz de covarianzas, toda-
via no ha sido resuelta, aunque se han intentado algunas aproximaciones al
problema (Oller y Cuadras, 1983, Calvo, 1988).
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5.2. Distancias entre distribuciones univariantes

Supongamos que p(x | ) es una funcidn de densidad univariante y unipa-
ramétrica. Es facil ver que la distancia de Rao entre a,b € O viene dada por

b
R(a, b) =] J Vg (0)do| (30)

A continuacion damos las distancias para algunas de estas distribucio-
nes.

a. Binomial:

p(xla)-_-(f)o*u-ow-x x=01...N O < <1

R (a b)=2 v N arcos {\’5—5 + V’ (1-a) (1-b) }

b. Poisson:

X

p (x0) =e? x=0,12,..0 >0

x|
R (a.b) =2 | \[—;- \/—l;|

c. Binomial negativa (r fijo):

I (x+7r)
p (x|6) = 0 (1-0 x=0,1,2,... 0 <60 < 1
x ! T (r)
1 -\ ab
R(a,b)=2V\Vr cos h’ (—
v (1-a) (1-b)

d. Gamma (r fijo)

p (x| 0) = XTey x>00>0

I(r)
R (a,6) =\ rllog (a/b) |
e. Weibull (« fijo)
pixlO)=ax"0e™ x>0,0>0 a>0

R (a,b) = | log (a / b) |
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Notese que, como la distribucion de Weibull es la que sigue X’/* donde X
es Gamma (r=1), se obtiene un caso particular de la distancia anterior,
pues la distancia de Rao es invariante.

f. Pareto (r fijo)
plx10)=0rx?*" x>r 0>o0
R(a.b) = | log (a/b) |

g. Normal N (u, 6°), (u fijo)

1
R (a,b) =—— | log (a/b) |
V2

h. Normal N (u, °) , (a2 fijo)
la-b |

ag

R (a,b) =

5.3. Distancia entre distribuciones univariantes biparamétricas

Supongamos que ahora © tiene dimension n=2. Entonces es necesario
calcular la matriz de informacidon de Fisher y proceder como hemos explica-
do al principio de esta seccion, es decir, resolviendo las correspondientes
~ecuaciones geodésicas. Las distancias que exponemos seguidamente han
sido obtenidas por Atkinson y Mitchell (1981), Burbea y Rao (1982 a.,b),
Oller (1987).

a. Distribucion normal

La distancia de Rao entre N(u,, o7) y N(u,, 03), es decir, entre los puntos

(,.02%), (u,,0%), es

- 1 1+6(1,2)
R(1,2)= ——,:::./Og
V2 1-6(1,2)

siendo

(1, - u)>+ 2 (o, - 0,0 ]r/z

0(1,2) =
( ) [(/11‘ﬂ2)2+2(07+02)2



DISTANCIAS ESTADISTICAS 327

b. Distribucion de valores extremos de Gumbel

exp (-exp (x-x) / a) ) exp (- (x-a) / 0)

g Y

pix | 2,0) =

O >0, x>0 a€R

Sea y la constante de Euler. Indicando a=1-y, b=n / Vv 6, la distancia
entre los puntos («,,0,) vy (a,,0,) es

1+06(1,2)
1-6(1,2)

R (1,2) =b log

donde

[ (a,-a,) - al0,-0,) 17 + b° (0,-0,)° }r/z

6(1,2) =
{ [ (a,-,) - al0,-0,) ]° + b° (0,+0,)?

c. Distribucion de valores extremos de Cauchy-Frechet
pix|p.)=exp (- (x/B)*) x/B*" 21/ B.A,x>0

La distancia entre los puntos (8,,4,) y (3,,4,) es

R(1.2) = b | 1 +6(1,2)
A= T 002)
donde
[ log (B,/B))+all,-2,) / A, 4,02 + b*(A,-4,) A5 25 1/2
51,2) = { }

[ log (B,/B))+al2y-2,) / 4, 25)% + b2(A+4,)° A7 A5
y a=1-y, b=n/\6.
d. Distribucion logistica

1
p(x |ap)= Z—/}sechz(—é——'é—) xae€e R,>0
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La distancia entre los puntos (z,, ,) y (a,, 5,) es

) 1+0(1,2)
R(1,2)= — log -
3 1-0(1,2)
donde
3/b) (2, - 2,)2 + (B, - B,)*
5(1,2)=[ (3/6) (a, 1)2'*'([}2 ﬂ)z ]1/2
(3/b) (az"#zy) +(,32+ﬂ1)
b=n°+3.

5.4. Distancias entre distribuciones multivariantes

La distancia de Rao para diversas distribuciones multivariantes ha sido
estudiada por Bhattacharyya (1946), Atkinson y Mitchell (1981), Burbea y
Rao (1982a,b), Oller y Cuadras (198243, 1983, 1985), Ruiz-Rivas y Cua-
dras (1988). Actualmente se intenta encontrar la distancia de Rao para
distribuciones multivariantes en las que ni u ni 2 estan fijos.

a. Multinomial (N fijo)

N !
px | 0) = (0,7 ...(0,)
x, V... x|

x>0 0<0 <1

ixi:N;.

n
1= 7 =

0,=1
!

La distancia de Rao entre los puntos (a,,...,a,), (b,,.... b,) es

R(1,2) =2 VN arcos ( £ \73,5,)

es decir, hemos obtenido la distancia de Hellinger-Battacharyya inicialmen-
te propuesta por Bhattacharyya (1946) (ver seccién 7.2).

b. Muftinomial negativa (r fijo)

IF'ix,+..+x,+7)

x, V' ...x ' T(r)

pix|0) = (0,)7...(0,)n (0,,,)
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siendo & 0 <1, 0_,=1-% 0
1=1 =1
La distancia entre (a,, ..., a,,a,,,)y (b, ... b, b, ) es
1 - ﬁ \ a4, b,
R(1,2)=2 v r cos h’ ( = )
\ ak+l bk+7

c. Normal multivariante (X fijo)
La distancia de Rao entre N _(u«,,X) y N, (u,,X), donde u,, u, € Ry X
permanece fijo es
R(1,2) = { (1, - 1) 7 (u, - u,) } 72

es decir, es la conocida distancia de Mahalanobis (1936).

d. Normal multivariante (u fijo)

La distancia entre N, (u,, £,) y N, (i, X,), donde u, permanece fijo, es
R (1,2):(% S Jog? i, )"
=17

donde 4,, ... A, son los valores propios de X, respecto de X,, es decir, las
soluciones de la ecuacion en determinantes

| >,-4%,|=0

e. Normal multivariante

La distancia entre dos normales N _(u«,, ¥,), N_(x¢,, X,) es un problema
todavia no completamente resuelto. Aunque se han podido integrar las
geodésicas, el problema algebraico de determinar las constantes de inte-
gracion para enlazar dos puntos de la variedad todavia no se ha podido
resolver. Sin embargo, se conoce la solucidon para algunos casos particula-
res. Ademas se ha podido demostrar que existe una isometria entre la
variedad y el grupo P, ,(R) de todas las matrices definidas positivas de
orden n+1, con la meétrica

<A,B>=tr(AB)

Considerando entonces que se puede obtener una distancia para una
subvariedad de P__,(R), se ha conseguido la siguiente cota inferior para la
distancia de Rao

n+1
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1

]
d(1,2)= (§ T log? (7))
=7
donde 4,, ... 4, 4,,, son los valores propios de S, respecto S,, siendo
2,441, u,
S, = ( ) 1=1,2
Iy 1

Véase Burbea (1986), Calvo (1988), Skovgaard (1984).

5.5. Una distancia intrapoblacional

Supongamos ahora que el vector aleatorio X toma valores en una pobla-
cion Q. La correspondencia (29) permite definir una distancia entre los
individuos de €2 caracterizados por un punto (0 de ©. En efecto, podemos
caracterizar €2 a través del espacio dual Ef, siendo E =T, el espacio tangen-
te introducido anteriormente, haciendo corresponder a w € 2 la forma
lineal w"* € E; tal que w*(Z)= Z(w), para toda variable aleatoria Z € E,.
Como la métrica en E; inducida por la métrica en E,, tiene como matriz
asociada G’ respecto a la base dual de Z,, ..., Z , podemos definir una
distancia entre individuos

Rlw, w,) =dg, (0], w3) | (31)

donde d , €S una distancia euclidea local.

Por ejemplo, consideremos una poblaciéon N (u;X), con X fijo. Entonces E,
estd generada por el vector aleatorio Z = X 7(X-u) y la métrica en E, viene
dada por X7, luego la métrica en E’ viene dada por X. La distancia (al
cuadrado) entre dos individuos con valores z,= X' (x,-u), z,= X" (x, - u),
es

(xX,<x,) Z7Z X7 (x,-x,) = (x,-x,)" 7 (x,-x,)

es decir, coincide con la distancia de Mahalanobis (12).

Consideremos ahora n+1 sucesos mutuamente excluyentes A,, ..., A ,

A,.., de probabilidades p,, ..., p,, p,,, v la funcion de densidad

n+1
n

X, ...x, /Py ...p)=p) ...pr(1-3% p) L%
=17

=1

x € {01}, 0<p <1, i=1,...n,
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esdecir, x,=1siw € A,, x =0 en caso contrario. Indicando

Xn+7 =1- > X/' pn+l =1- zn: pl
=1 =1
el tensor métrico G sobre ©={(p,,... p, | 2'1_’ p,< 1} es
61'/' 1 ..
g,;= + Ly=1,...n
pi pn+7

Con algo de esfuerzo se obtiene entonces que la distancia entre un
individuo w, que presenta la caracteristica A, es decir, w, € A, y otro
individuo w, € A, es

Rlw,, w,) :-_\/(1 - 9,;) A + _l)

; p’.

siendo 9, la delta de Kronecker. Finalmente, si consideramos k particiones
independientes de 2

Al Af,’f,Af,’lﬁ, i=1,...,k
la distancia entre w, y w, tales que
w, € AV U...UAW w, €AY U...UA¥
viene dada por
K 1 1
Rlw, w,)=Z% (1-4,,)( + ) (32)
x=1 p/‘a pj.J

siendo p, = P (A/*). La distancia (32) puede ser utilizada para diferenciar
individuos de una poblacién conocida la presencia o ausencia de caracteris-
ticas cualitativas.

6. DIVERGENCIAS

Las medidas no paramétricas de divergencia entre distribuciones de pro-
babilidad se definen como expresiones funcionales (a menudo relacionadas
con la teoria de la informacion), que miden el grado de discrepancia entre
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dos distribuciones cualesquiera, no necesariamente pertenecientes a una
misma familia paramétrica. Después de los trabajos pioneros de Pearson
(prueba ji-cuadrado) y Hellinger (la famosa distancia de Hellinger, publicada
en 1909), otros autores han estudiado divergencias (Shannon, Kullbach vy
Leibler, Renyi, etc.). La divergencia aplicada a distribuciones de probabilidad
serian introducidas por Csiszar (1963, 1967, 1972, 1975), estudiadas en
diferentes versiones por Matusita (1955, 1964), Havrda y Charvat (1967),
Vajda (1972) y generalizadas por Burbea y Rao (1982 a,b).

Las divergencias tienen aplicaciones en inferencia estadistica y en proce-
sos estocdsticos. Véase Bishop et a/. (1975), Liese y Vajda (1987).

6.1. Distribuciéon multinomial

Sea p =(p,, ... p,) el vector de probabilidades correspondiente a una
distribucion multinomial. Un funcional ¢ - entropia es

H, (p)=Zp, 6(p,) (33)

donde ¢ es una funcion estrictamente convexa tal que ¢(1)=0. H  es una
funcion sobre la clase de distribuciones multinomiales n-dimensionales que
es madxima cuando los p, son iguales y alcanzan el valor minimo (cero)
cuando algun p,=1. H, mide el grado de discrepancia con la distribucion de
maxima entropia, y ha sido ampliamente utilizada como medida de diversi-
dad.

Seanp=1(p,,.... p) g=1q, ... q,) dos distribuciones multinomiales. La
divergencia entre p y g se puede medir como la discrepancia entre el
cociente x,=q,/ p,y 1. Basdandonos en el significado de (33), definimos una
divergencia entre p y g, llamada ¢-divergencia de Csiszar (1972), como el
valor esperado de x,, ..., x

n

C,p.qd=Zp,0lq / p) (34)

Por la desigualdad de Jensen se tiene
C,lpa=Zp olx)> ¢(Zpx)=0¢(1)=0

alcanzandose el valor O si y sélo si p=q. (34) se puede tomar como una
medida de disimilaridad entre p y g, pero en general no es una distancia,
pues no siempre es siméeétrica, o si lo es, puede no cumplir la desigualdad
triangular. Sin embargo, tiene dos interesantes propiedades: C, (p,q) au-
menta cuando se considera una particion mas fina, y bajo la hipdtesis
C, (p.q) =0, el estadistico
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\Y; 2N, N C (p,q) (35)
= v p'q 5
(N,+N,) ¢ " (1) °

sigue (asmtotscamente) la distribucion j/-cuadrado con n-1 grados de liber-
tad, siendo p, g, las frecuencias relativas muestrales para muestras de
tamanos N,, N, (Takeuchi et a/, 1982).

El cuadro 3 contiene diversas formas de (34) segun diferentes expresio-
nes de ¢(x), incluyendo, en su caso, la distancia genética que da lugar (ver
seccion 7.2). Un caso importante es ¢(x) = -/fog x. Entonces H_ es la famosa
entropia de Shannon y (34) es

,(p.q) =X p, log (p, / q,) (36)

conocida como medida de informacion de Kullback-Leibler. (36) mide la
ganancia de informacion al pasar de la distribucion p a la q, y ha sido
utilizada en estadistica, especialmente en estadistica bayesiana (Bernardo,
1981, 1987). La simetrizacion de (36)

J,p.q)=1,(p.q) +1,(q.p)

es el invariante de Jeffreys, también llamada L-divergencia.

Obsérvese que para ¢(x) = | 1-x | se obtiene X |p - g | distancia que ha
sido utilizada en genética (Prevosti, et a/, 1975). Sin embargo, en este caso
no se puede utilizar (35) porque ¢’ '(1) no existe.

Por otra parte, si consideramos las entropias H_ (p), H,(q) y la entropia
correspondiente a la mixtura.p+{1-.)qg, entonces mediante la diferencia de
Jensen

J,p.q)=H, Zp+(1-2)q)-2H_(p-(1-2)H,(q)

obtenemos una distancia, llamada J-divergencia, entre p y g. Por ejemplo,
utilizando la entropia de Gini-Simpson

Ho (p) =1-2 ,0,2
se obtiene la distancia

2 (1 -2)2(p -q)?

que ha sido utilizada en genética por Nei (1971). Véase Rao (1982). Tanto
la J-divergencia como la L-divergencia son estudiadas, con mas generali-



3134 FESTADISTICA ESPANOLA

dad, en la siguiente seccion. Por otra parte Pérez et al. (1986) prueban que
la entropia de Gini-Sampson puede ser estimada (en poblaciones finitas)
mads facilmente que la de Shannon, por lo que recomiendan la primera para
estimar la diversidad.

CUADRO 3
Algunas ¢-divergencias: C, (p.q) =X p, ¢ (q,/ p)

¢ (x) C (p.q) NOMBRE GENETICA

- log x Y p, logip,/q,) Kullback-Leibler

(1 -x"7)

1-Xq" " p~ Havrda-Charvat

(1-a
2(1 -\ x) 2 (\PE, - \'77_,)2 Bhattacharyya Cavalli-Sforza
1 - x| Lip -q | Prevosti

(x - 1)? (p, - q/)z .
e > Balakrishnan-Sanghvi

(x+1) (p+q,)

Salicrd y Cuadras (1988) prueban que todo funcional ¢g-entropia (33)
puede interpretarse como una medida de Csiszar (34) entre p y la distribu-
cion de méxima entropia e= (1/n, ..., 1/n). Por ejemplo, para la entropia
H,(p) de Havrda-Charvat, en la que

ox)=(ax-1)" (1 -x*") a> 1

se verifica

H, (p)=C,(p.e) = fj:’ f((np)')p,
para la funcién

Fx)=(x-1)"[1-(nx)"*]

Por otra parte, la minimizacion de C (p, f), donde f representa el vector de
frecuencias relativa y ¢ se elige adecuadamente, es equivalente a ciertos
procedimientos cldsicos en el tratamiento estadistico de datos multinomia-
les. Por ejemplo, tomando ¢ (x) = - /n x hallar la estimacidon maximo verosi-
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mil de p es equivalente a hallar p que minimiza Co(p,f). Tomando ¢(x) =
(x-1)?, entonces minimizar C,(p.f) es equivalente al método de la minima
Ji-cuadrado

Véase Bishop et a/. (1975).

6.2. Distribuciones absolutamente continuas

Sea p(x) una funcion de densidad de un vector multivariante con distribu-
cion absolutamente continua y soporte en 7. Sea ® una funcion real, dos
veces derivable, sobre un intervalo T, tal que [0,1]CT,C[O,=]. Se define el
funcional ® entropia

Hy (p) = - J‘X ® [plx)] dx (38)

La J-divergencia entre dos distribuciones p,q, con respecto H,, se define
como la diferencia de Jensen

pP+q |
Jolp.q) = Hy | —E— ) - [ Help) + Hylg) ] / 2 (39)

La K-divergencia y la L-divergencia se definen como

Kolp.q) = L (p-q) [D(p)/p - D(g)/q) ] dx (40)

y (suponiendo T, = R")

Lo (p.q) = L [o ®(g/p) + q P(p/q) ] dx (41)

Finalmente, se define la M-divergencia como
M3 (p.q) = L (\ @(p) -\ Dlg) )? dx (42)

Todas estas definiciones pueden ser generalizadas facilmente escribiendo
du en vez de dx, donde 1 es una medida aditiva g-finita y y es un espacio
medible Lebesgue.

Las J,K,LLM-divergencias son siempre simétricas. La M-divergencia es no
negativa. Las condiciones para que las demas sean no-negativas son:
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a) Jolp.q) > O siy sodlosi d(u) es convexa en T,,.

b) Ky(p.q) > O siy sdlosi ®(u)/u es creciente en T,
c) Lylp.q) > O siy solosi ud(u’) + P(u) es no negativa en R*.
Para otras propiedades generales, véase Burbea y Rao (1982 a,b).

Estudiemos ahora casos particulares de las L-divergencias, en especial
aquellas que estan relacionadas con la funcion

®,(u) =(a- 1) (v - ) a# 1,
(43)

=ulog u =1

En este caso indicaremos J,, K, L,.

1) Tomando la funcion
*(u)=DPu) + v (1/u)

vemos que una L-divergencia coincide con la f* - divergencia de Csiszar

Lo (p.q) = Cpe (p.qQ) = L pf*(p/q) dx (44)
2) Tomando a=1 en (43) obtenemos
K,(p.q) =L,(p.q) = JX (p-q) (log p - log q) dx (45)

que es la divergencia de Jeffreys-Kullback-Leibler, que juega un papel
destacado en inferencia estadistica.

3) Tomando x=2 en (43) obtenemos
J,(p.q) =2 L (p-q)? dx
4) Para ®(uv) =u en (42) y tomando la raiz cuadrada obtenemos
Mip,q) = | f, (Vp-\g?ax]? (46)

que es la distancia de Matusita (1955), ampliamente utilizada en inferencia
estadistica y teoria de la decision (Matusita, 1964). M(p,q) esta relacionada
con la afinidad entre p vy q.

pp.g =] \p\qgadx
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Se verifica

M?(p.q) =2 [1 - plpq)]

Para el caso particular de dos distribuciones normales N{x,X) , /=1,2, la
afinidad p(p.q) es

|21 22 I,M 2 R ’ , ,
| (Z +3 ) / 2 | 172 exp [ N ( %__’ (”i—/ll') Z/- (Z, + Z/- ) Z, M, ) ]
! 2 J=

Si X,=2,=2X entonces
plp.q) = exp | -—;—(u,—uz)' 7 ypy) ]
5) Mil(p,q) esta relacionada con la distancia de Hellinger
H,(f.g) = | J, (F7-g"*)V ax | a>1 (47)

que verifica O < H, < 1. Por otra parte, si consideramos el espacio de las
funciones de cuadrado integrable sobre un soporte y, con el producto
escalar

< fg >=Lfgdx

obtenemos un espacio de Hilbert en el que \ H, es la distancia entre dos
funciones. Ademas, para la esfera de radio unidad

E={f|f=\ p, p es densidad de probabilidad }
entonces M(p.q) = Hz(p,q)5 representa la cuerda, mientras que
B (p.q) = arcos < Vp, Vg > = arcos plp.q) (48)

representa el arco que une los puntos p,g sobre la esfera E. (48) es una
distancia geodésica sobre E, que en general sera mas pequefna que la
distancia de Rao definida para una clase de densidades p(x.()), parametriza-
da por ¢, y que constituyen una subvariedad S de E. Asimismo, la métrica
diferencial en S inducida por la distancia de M(p,g) da también la distancia
de Rao, como vemos en la seccidn siguiente. La relacidon entre las tres
distancias es

M(p.q) < B(p.q) < R(p.q)
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6.3. Métricas diferenciales a partir de divergencias

En la seccion 5.1. introduciamos una distancia geodésica sobre un mode-
lo estadistico S ={ p(X,0) }, donde ) € ©, utilizando el elemento de arco (25)
y la matriz de informacion de Fisher. De forma andloga, utilizando la métri-
ca diferencial definida por el Hessiano de una divergencia D4(p.q), donde
p{x 0) es una familia paramétrica, a lo largo de una direccidn del espacio
tangente de O,

ds?, (0) = & { D, (p. p) } (0) (49)

podemos construir una geometria riemanniana sobre S. Por ejemplo, para
la J-divergencia tenemos

g o)} 0)=1/8] & (o) [dp (0] dx

y como

d
—f‘d(};
do,

/

dp(0) = ¥

7

podemos tomar el elemento de arco
ds?,(0) = 1/4 % g% (0) dv, do,
=1

siendo

dp dp
P0) =), O (p) ax
7 j’ P a0, d0,

La matriz (g®(0) ) define un tensor covariante, y si ® es convexa en T,

entonces define una meétrica riemanniana sobre O. La distancia geodésica
entre 0, y 0, es la que minimiza (26).

Se obtienen expresiones analogas para el elemento de arco para la K, L
y M-divergencias, tomando:

® () —J [P(p)/p] op 9P dx (K-divergencia)
N T Y 8(), (901
dp dp
*(0) = J. i ax (L-divergencia)
7 2 390, 30, ?
— d d
g’ (0) = L [ (v D(p) ) )? P i dx (M-divergencia)

d0, 90,



DISTANCIAS ESTADISTICAS | 339

Observaciones:

1) Para la L-divergencia se verifica

5, d
®(0) = E,( —— Jlog p (X,.0) —— log p (X,0))
g 0 30, agp 20, qgp

/ /

luego es facil ver que
dsi (0) = 20" (1) ds?(0)

Si ®(1) > 0, la métrica coincide (salvo una constante) con la métrica
informacional o distancia de Rao. Encontramos un resultado similar para la
distancia de Matusita.

2) Para la clase de funciones ®_ definidas en (43) se obtiene

d d
g2 (o) = L p* — log p — log p dx (50)

/ /

que da lugar a la métrica informacional de orden «. En este caso, las cuatro
métricas coinciden (salvo constantes). En particular, si a=1, en todos los
casos obtenemos la métrica informacional o distancia de Rao.

3) Las distancias obtenidas son todas invariantes por transformaciones
admisibles de los parametros. Para ciertas funciones @ las distancias son
ademas invariantes frente a transformaciones admisibles de las variables
aleatorias. Por ejemplo, para la K-divergencia se cumple para ®(u)=
aulog(u) + bu+ c. En realidad se verifica esta propiedad para aquellas fun-
ciones @ tales que (g®(0) ) es la matriz de informacién de Fisher. En efecto
(Cuadras, et a/, 1985; Oller y Cuadras, 1987) la invarianza para las varia-
bles es una cualidad que practicamente sdlo se cumple para la distancia de
Rao.

Para mas informacion sobre este tema, véase Burbea y Rao (1982a.b),
Salicrd (1987). La construccién de medidas paramétricas de informacién
sobre funciones de densidad p(x,0) a partir de medidas no paramétricas,
habia sido planteada de manera andloga por diversos autores (Kagan, Vajda,
Aggarwal y Boeke). Véase Ferentinos y Papaionnau (1981).
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7. ALGUNAS APLICACIONES

7.1. Biologia

La aplicacion de las distancias estadisticas a la biologia, especialmente
antropologia y genética, son muy numerosas. Con la obtencion de distan-
cias entre poblaciones, especies, razas geograficas, etc., se han abordado
problemas de sistematica, filogenia y clasificacion taxondmica.

Pearson (1926) utiliza un coeficiente de semejanza racial para diferen-
ciar razas humanas (ver seccion 3.1.). Pero la distancia de Mahalanobis
(14) es la mas utilizada, especialmente combinada con el analisis candnico
de poblaciones. Pueden verse aplicaciones a |la biologia sistemadtica en Seal
(1964), Reyment (197 3), Petitpierre y Cuadras (1977), Cirer (1987).

La utilizacion de distancias basadas en coeficientes de similaridad, com-
binadas con el anadlisis de coordenadas principales y el anadlisis de conglo-
merados, han significado una importante herramienta metodolégica en
Botanica, Zoologia, Microbiologia y Ecologia. Los trabajos de Escarré
(1973), Cantén y Sancho (1976) son bien representativos en este sentido.

En ecologia se han utilizado también las distancias basadas en la métrica
de Canberra, que presenta ciertas ventajas. Véase Lance y Williams (1967),
Legendre y Legendre (1979) y una interesante aplicacion en Del Castillo
(1986).

Para una vision general del tema se recomienda consultar Constandse
(1972), Goodman (1972), Sneath y Sokal (1973), Cuadras (1980). Res-
pecto de la dimensidn significativa o niumero de ‘“‘clusters’ significativos,
véase Cuadras (1987).

7.2. Genética

Las llamadas distancias genéticas entre poblaciones son distancias esta-
disticas que se calculan sobre datos basados en frecuencias genéticas en
loci polimdrficos. Se trata, por lo tanto, de medidas que cuantifican la
diferencia genética entre poblaciones en términos de las frecuencias alé-
licas de diferentes loci, es decir, de distancias ‘‘'genotipicas’’, que se distin-
guen de otras (como el indice de semejanza racial de K. Pearson) que se
considerarian distancias ‘‘fenotipicas’’.

Dados n sucesos mutuamente excluyentes A,,.,A_ una distancia gené-
tica es una medida de divergencia entre dos distribuciones de probabilidad
p= (p,...p,). g= (g,..q,). Si se conoce una matriz de covarianzas X,
asociada a una distribucién a= (a,,...,a,)’, es decir,
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a(1-a) i=J
0,= | - a4, a, i£ J

I

entonces podemos utilizar una distancia de Mahalanobis singular
(p-q) X (p-q (51)

siendo ¥~ una g-inversa de X. Sin embargo, £ depende de la distribucion de
A,,...,A,, que es distinta en cada poblacion. Podriamos entonces, tomar, por
ejemplo, a,= (p,+q) / 2, con lo cual se llega a la expresion

_ .2
2 ¢ P29 (52)

= Ap;+q)

que ya habia sido propuesta en términos practicamente iguales por
Sanghvi (1953). Otros autores han propuesto diferentes variantes de (52)
que difieren en la forma de estimar X (Steinberg et a/, 1966; Balakrishnan
y Sanghvi, 1968; Kurcynski, 1970).

Otro enfoque, quizds mads razonable dadas las propiedades discutidas en
la seccion 5.3., consiste en definir una distancia geodésica entre py g, es
decir, proporcional a

arcos | % \ P, Q) (53)

Esta es la distancia de Bhattacharyya (1946), cuya interpretaciéon geomé-
trica es un arco de circunferencia maxima entre dos puntos de una esfera
unidad en R”. Puede probarse también que (53) viene a ser una aproxima-
cién asintdtica de una distancia de Mahalanobis (Mardia et al, 1979).
Véase también (48).

La distancia (53) ha sido aplicada a la Genética (a sugerencia de R.A.
Fisher) por Edwards y Cavalli-Sforza (1964) directamente o tomando la
cuerda en lugar del arco en Cavalli-Sforza y Edwards (1967). También se
han utilizado distancias proporcionales a

% b - g, (54)

en Prevosti et al. (1975) y Thorpe (1979) (véase seccién 6.1.).

Todas estas distancias son, de hecho, distancias geométricas en espacios
de dimensién igual al niumero de alelos en un locus. Pero si hay una
mutacidon, debemos anadir una dimension mientras que si un alelo se
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extingue, debemos sustraer una dimension. Como considerar el conjunto,
practicamente ilimitado, de posibles alelos en un locus complicaria excesi-
vamente el problema, Nei (1971, 1972) propone una distancia genética
para estimar el numero de sustituciones de alelos por locus

D - - /Og J,z/ (J; Jz)i

siendo J,, J, y J,, los valores esperados de Xp?, g’y Xp,q,. Obsérvese que
D es una distancia entre poblaciones basada en la medida de diversidad de
Gini-Simpson 1-Xp?(seccién 6.1.).

En genética se han utilizado tambien, otros tipos de distancias. Frommel
y Holzhitter (1985) consideran una distancia entre aminoacidos inversa-
mente proporcional a la probabilidad de reemplazamiento mutuo. Coll, Cua-
dras y Egozcue (1980) utilizan una distancia del tipo de Mahalanobis para
situar los cromosomas humanos en el plano metafisico.

Los inconvenientes y ventajas de las distancias genéticas han sido objeto
de polémica (Balakrishnan y Sanghvi, 1968; Fitch y Neel, 1969; Edwards,
1971; Goodman, 1972; Prevosti, 1974; Nei, 1987). Las tres tltimas refe-
rencias (Prevosti, Goodman, Nei) contienen un amplio estudio sobre las
distancias genéticas. Véase también Constandse (1972).

7.3. Psicologia

La medida de la proximidad entre objetos psicoldgicos y su representa-
- cidn geométrica, se consigue a través del concepto de distancia y de
disimilaridad, hasta el punto de que su estudio y aplicaciones han desem-
bocado en una rama del analisis de datos con fuerte personalidad: el
llamado “multidimensional scaling”” (MDS). La version métrica del MDS, en
el que se supone que la matriz de distancias psicologicas es euclidea
(Teorema 1), fue desarrollada por Torgerson (1958). Sin embargo, las
distancias entre objetos psicoldgicos son, a menudo, el resultado de medi-
das subjetivas del tipo: O=idéntico, 1=muy parecido, 2=bastante parecido,
3=poco parecido, 4=muy diferente. Las distancias resultantes suelen ser no
euclideas, lo que motivd a Shepard (1962 ab) y Kruskal (1964 ab) a
desarrollar métodos para convertir las distancias en euclideas por transfor-
macion mondtona de las mismas, de modo que se preservara la preordena-
cion entre los objetos a representar. Este es el MDS no métrico, tantas
veces utilizado en psicometria. Véase aplicaciones en Romney et al
(1972), Wish y Carroll (1982), Dunn-Rankin (1983). Para una exposicion
tedrica del MDS véase De Leeuw y Heiser (1982), Cuadras et a/. (1985).
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La ordenacidon de objetos a lo largo de un continuo psicologico, sugiere
una interesante aplicacion del concepto distancia en Psicologia. Suponga-
mos que un grupo de sujetos tienen que ordenar n objetos A,.. A, de
acuerdo con la cierta escala de valores 0,,...0,. Sea

p,=PI(A >A) ij=1,..n

la proporcion de sujetos que prefieren A, sobre A, en el sentido de que
¢, > 0.. El modelo de Thurstone (1927) supone que

0’--()-
P, = J ool CD(V) dy

siendo ®(y) la funcion de densidad normal standard. Obsérvese que si
0, > 0, entonces p, > 0.5, mientras que si (), < 0, entonces p, < 0.5. La
estimacion de la escala 0,,..,0 presenta cierto grado de complejidad
(Coombs et a/, 1981). Una alternativa consiste en definir la distancia
(Davison, 1983)

d(A,A)=|p;-05 |

que es funcidn mondtona de |0, - 0,]. La representacién de los objetos
A,.. A mediante MDS, a lo largo de la primera dimension, proporciona la
escala deseada. Como |p,- 0.5 | estd acotado, una generalizacion razona-
ble es

dA,A)=|¥'(p,) | (55)

donde V¥ es la funcion de distribucion normal standard.

La tabla 2 contiene las frecuencias sobre 262 estudiantes al comparar
los defectos de los profesores de Estadistica. Aplicando MDS sobre la
distancia no euclidea (55) se obtiene la ordenacidén ilustrada en la Figura 9.

Figura 9
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Obsérvese que D y C destacan como peores defectos sobre los demas.

TABLA 2

O D R M A C T
O ~ 71 169 121 160 54 119
D 191 - 196 156 193 138 175
R 103 66 - 89 112 83 107
M 141 106 173 - 160 83 111
A 112 69 150 102 - 75 91
C 208 124 179 179 187 - 175
T 143 87 1565 1561 171 87 —

O = Falta de orden en las explicaciones.

D = Conoce poco la materia (no sabe resolver dudas).

R = Poca o mala relacion con los alumnos.

M = No sabe motivar a los alumnos.

A = Falta de amenidad en las clases.

C = Poca claridad al explicar o escribir.

T = Exceso de teoria (pocos ejemplos y aplicaciones).
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7.4. Arqueologia

Supongamos que estamos interesados en ordenar cronologicamente n
objetos arqueoldgicos A,,.,A . Podemos imaginar que los n objetos estan
situados sobre una curva m-dimensional x=x(t), donde t representa el tiem-
po. En otras palabras, a cada objeto le asignamos unas coordenadas eucli-
deas

A, (x, (t), x,(¢t),..x (t)) 7i=1,..m

donde t; representa el tiempo cronoldgico relativo a A..

Los objetos presentaran una ordenacion cronoldgica

A <A < ... <A
1 2 n

si se verifica

t, <t,<...<t
Este problema, aparentemente complicado, se puede resolver mediante una
matriz de distancias. En efecto, supongamos que en relacion a ciertas
caracteristicas cualitativas y cuantitativas, podemos definir una matriz de
distancias A=(J,), donde J, es la distancia entre A, y A. Entonces es de
esperar que la distancia sera pequena para objetos proximos en el tiempo vy
grande para objetos lejanos en el tiempo. La representacion de los objetos
por MDS permitira su ordenacion cronoldgica. Generalmente, la represen-
tacion 2-dimensional adopta la forma de herradura (Kendall, 197 1).

Spaulding (1971) propone el siguiente ejemplo. Se desean ordenar 5
herramientas cortantes A, B, C, D y E que han sido fabricadas utilizando
piedra, bronce o hierro de acuerdo con la matriz de incidencia:

Piedra Bronce Hierro
A 0 1 0]
B 1 1 0
C 0 1 1
D 0 0] 1
E 1 0 0
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Aplicando anadlisis de coordenadas principales a la matriz de distancias
calculada utilizando (5), donde s, es el coeficiente de similaridad de Ja-
ccard, se obtiene la representacion de la figura 8, que sugiere que la
datacion relativa de las herramientas es

E<B<A<C<D

que concuerda con el orden cronoldgico natural: piedra, piedra-bronce,
bronce, bronce-hierro, hierro. Véase también Orton (1988).

E X X D
\ ’
\ /
7
\ /
BX\ //\1‘/(}
;?4

e —————

Fig. 10~ Ordenacidn cronoldgica de 5 herramientas teniendo en cuenta la presencia de
diversos materiales (piedra, bronce, hierro).

7.5. Lingiiistica

El analisis de las dimensiones semadnticas latentes en un conjunto de
palabras, es otra interesante aplicacion de las distancias estadisticas. En
este caso no se trata de encontrar una dimension lineal (como en el
modelo de Thurstone, seccion 7.3.), o una dimensidn curvilinea (como en el
caso de la ordenacidon cronoldgica), sino diversas dimensiones que permi-
tan explorar y ordenar el conjunto de palabras estudiadas.

Partiendo de una matriz de distancias sobre 23 adjetivos del castellano
relacionados con las nociones de peso y extensidon espacial, Manzano y
Costermans (1976), aplicando MDS, obtienen 6 ejes que permiten ordenar
los adjetivos a lo largo de otras tantas dimensiones semanticas. En los
extremos de cada eje se situan dos adjetivos opuestos, comunicados por
un gradiente de adjetivos intermedios.
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Otros ejemplos donde se aplican distancias estadisticas para explorar
dimensiones y estructuras semanticas (nombres de colores, familia de ver-
bos ““‘to have’’, nombres de profesiones, etc.), pueden verse en Romney et
al. (1972). Véase también Morgan (1981).

7.6. Manova y comparacion de experimentos

Consideremos el modelo lineal del analisis multivariante de la varianza
Y=XB+E

donde Y(nxp) es una matriz de datos, X(nxm) es una matriz de disefo,
B(mxp) es una matriz de parametros, E(nxp) es una matriz de errores
aleatorios. E contiene n filas estocdsticamente independientes, cada una de
ellas con distribucion N (O, X).

El concepto de distancia puede ser util para estudiar diversos aspectos
de MANOVA. Por ejemplo, consideremos g funciones paramétricas estima-
bles multivariantes (fpem)

w=P'B i=1,.q

donde los vectores fila P, = (p,,...p,,) son combinacién lineal de las filas de
X. Como es sabido, existe entonces un estimador insesgado y de dispersién
minima para cada ¥, (Teorema de Gauss-Markov). Generalizando la dis-
tancia de Mahalanobis {14) entre poblaciones, Cuadras (1974) define la
distancia (al cuadrado) entre foem

M? (ij) = (¥, - W) Z7(V - ) (56)

La distancia (56), combinada con técnicas de reduccién de la dimensidn en
analisis de datos, permite representaciones euclideas de los niveles de un
determinado factor en un disefio multifactorial, con aplicaciones a Farma-
cologia (Vallejo et al, 1975; Peris et al, 1975; Ballis et al, 1980), la
Sistemadtica (Cuadras, 1981 a) y la Agricultura (Oller y Cuadras, 19824).
Véase también Cuadras (1977, 1981b).

Una segunda aplicacion consiste en definir distancias entre dos modelos
lineales Y,= X,B,+E, /=1,2. Cuadras y Rios (1986) y Rios y Cuadras
(1986) proponen diversas distancias, estudiando diferentes casos (univa-
riante, heteroceddstico, diferente matriz de disefio, multivariante, etc.) que



348 ESTADISTICA FSPANOLA

relacionan con ciertos contrastes de hipdtesis. La distancia (al cuadrado)
para el caso X, =X,=X es

L2=tra{X’ (B,- B, XX (B,-B,)} (57)

Véase también Burbea y Oller (1988) y algunas aplicaciones en Cuadras et
al, (1985), Rios y Oller (1988). La comparacion de experimentos asi como
la equivalencia entre experimentos mediante distancias, ha sido estudiada
por Le Cam (1975).

7.7. Regresion cualitativa

Supongamos que deseamos plantear la regresion multiple de una varia-
ble cuantitativa Y sobre p variables cualitativas (binarias, categodricas, ordi-
nales, etc.), y que disponemos de una muestra de n individuos. Un posible
camino, que evitaria la asignacion de valores cuantitativos arbitrarios para
las variables cualitativas asi como los problemas de colinealidad, consiste
en obtener una matriz de distancias euclideas A=(J,), donde o, es la
distancia entre los individuos / calculada a partir de la informacion entre
ambos contenida en las p variables cualitativas. Para calcular 0, podemos
utilizar (6) (variables binarias), (32) (variables categoéricas) o el coeficiente
general propuesto por Gower (1971).

Sea ahora la matriz X(nxm) verificando (18), obtenida a partir de la
descomposicidn espectral de B (teorema 1). Con la matriz X convertimos la
informacion cualitativa sobre cada individuo en la informacidon cuantitativa
contenida en las filas de X, es decir, cada fila x,= (x,,...x,,,) de X resume la
informacidon cualitativa sobre el individuo 7 en relacion con los demas
individuos, verificdndose 07 = (x;- x)'(x; - x,).

Si y={(y,...y,) es el vector de observaciones de la variable Y, propone-
mos el modelo de regresidn multiple

y,=u+x, 5, +.+x,p,+e i=1,..,n

Se puede entonces demostrar (Cuadras, 1988) lo siguiente:

a) Si las variables son binarias y el coeficiente de similaridad utilizando es
el de Sokal y Michener (seccién 2.1.), entonces el método propuesto y la
prediccidn obtenida mediante regresion multiple clasica coinciden.

b) EIl coeficiente de determinacion de Y sobre las variables cualitativas es

RZ=Y" X A" XY /ns? (58)
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donde A = diag (4,,..,4,) contiene los valores propios de B.

c¢) Consideremos ahora el problema de predecir el valor y,_ , de la variable
dependiente, conocidas las caracteristicas cualitativas de un nuevo indivi-
duo n+1. Entonces podremos calcular las distancias del individuo n+1 a los
demads individuos:
o

o ., 0

In+l ? 2n+l1 v " nn+1

Indicando d = (62,,, . . . 82,,,), b=1(b,,...0b,), siendo b,(i=1,..,n) los

elementos diagonales de B, y siendo finalmente B~ una g-inversa de B, la
prediccion es

yn+7=;+%(b°d)’ B—y (59)

7.8. Contrastes de hipotesis

Ciertas medidas de disimilaridad o divergencia entre distribuciones son
utiles para construir contrastes de hipdtesis. La mas conocida es

D = sup |S,(x)-F(x) |

n
<00 « X 0O

que mide, para una muestra aleatoria simple de tamafo n, la discrepancia
entre la funcidn de distribucion empirica S,(x) y la tedrica. D, interviene en
el test de Kolmogorov-Smirnov de bondad de ajuste de los datos a una
distribucion.

Los contrastes sobre las medias en poblaciones normales multivariantes
que utilizan la T? de Hotelling, estdn basados en la distancia de Mahala-
nobis. Asi, en muestras de tamano N, la hipotesis H: u=pu, se decide
mediante el estadistico

T2=N(x-u,) S (x-u,
mientras que para el contraste H, u, = u, se utiliza

NN, —
—— (x-y) ST (x-vy)
N,+N,

T%=

En el caso univariante, ambos contrastes son equivalentes al conocido
test t de Student. En general, las distancias estadisticas pueden aplicarse
para construir un contraste que sirva para comparar dos distribuciones F,G.



350 FESTADISTICA ESPANOLA

Sea o(F,G) una distancia que vale cero si F= G. Supongamos que existe un
estadistico V que es funcion de una estimacidn o(F,G) cuya distribucion es
conocida cuando o(F,G) = 0. Entonces las distribuciones son distintas si V
es significativo. En el caso paramétrico se puede utilizar la distancia de
Rao, pudiéndose demostrar (Oller, 1983) que

NN, _
V = ——2 §2(F.G)

N,+N,

sigue (asintdticamente) la distribucidn ji-cuadrado con p(=nuimero de varia-
bles) grados de libertad. En el caso no paramétrico se puede utilizar una
divergencia. Por ejemplo, dadas dos distribuciones univariantes F,G, para la
divergencia

F(x)+Gy) )

J(F.G) = J‘RZ (F(x) - G(y))* d{

existe un U-estadistico para estimar ¢(F,G) (Cuadras, 1986). Andlogamen-
te, el estadistico U de Mann-Whitney mide la discrepancia entre P(X <Y) y
el valor .

Para otros aspectos sobre este tema véase Rao(1982). Obsérvese que,
en un contexto similar, se pueden detectar “outliers’’ utilizando distancias.
7.9. Asociacion estocastica y maxima correlacién

Ciertas divergencias permiten medir el grado de dependencia estocdastica
entre dos variables aleatorias X,Y, con distribucidon H(x y) y marginales F(x),
G(y). Por ejemplo,

0 =j;2 (H (xy) - F(x) Gly) )* du

donde du puede ser dxdy, dF(x)dF(y) o dH(xy). En el caso a= 1, du = dxdy, 0
es la covarianza entre X,Y. También es posible relacionar 6 con los coefi-
cientes de correlacion por rangos de Kendall y el grado de correlacion de
Spearman (Cuadras, 1985).

Fréechet (1957) considera una clase de distancias entre X, e Y
d,XY)=E,[fl|X-Y])] (60)

donde f es una funcidn creciente subaditiva en R* con f(O) =0. Dadas las
distribuciones marginales F,G, el problema de encontrar las distribuciones
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conjuntas H tales que (60) es un valor extremo, ha sido considerado por
diversos autores (Hoeffding, Fréchet, Bass, Dall’Aglio, Cambanis, Tchen,
etc.).

Por ejemplo, para flu)=4? se verifica
d(XY) < d,(XY) < d-(XY)

donde
H*(xy) = min { F(x), G(y) }

H (xy) = min { Fix) + G(y) - 1, 0}

son las distribuciones, llamadas cotas de Frechet, cuyas marginales son F y
G. H™ , H" son las distribuciones que dan minima y maé&xima correlacion
entre X , Y (Hoeffding, 1940). Las cotas extremas de (60) para flu)=u?,
a> 1, han sido estudiados por Dall’'Aglio (1972). En general, este problema
conecta con el de la construccion de distribuciones bivariantes con margi-
nales, dadas, y tiene interesantes aplicaciones en programacion lineal, me-
canica cuantica, simulacion estadistica, biometria, etc. Véase Ruiz-Rivas et
al. (1979), Cuadras y Augé (1981), Cuadras (1985), Sdnchez (1986),
Ruiz-Rivas y Cuadras (1988).

Finalmente la distancia de Rao puede sernos util para definir una medida
de asociacion entre dos vectores aleatorios X =(X,,...X ), Y =(Y,,..,Y ). Su-

pongamos que la distribucion es N, (i, X) con
2, 23
2= ( ) ran X,,=r
Z27 Z22

Consideremos la distribucion N, (u, X)), siendo

z,, O
w=( )

0o 2,

Desde luego, si £ = £, , X es independiente de Y. La distancia de Rao
entre ambas distribuciones (Carmona y Cuadras, 1987) es

1 4 | r
R(X)Y) =] 3 Z’ (log(1 - p?) ) - £ log(1+p) (1-p,) ]}
= =1
donde p, > ... > p, son las correlaciones candnicas entre X,Y. Entonces

R(X,Y) puede interpretarse como un indice de asociacidon estocdstica entre
X e Y, que puede generalizarse a cualquier otra familia de distribuciones.
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SUMMARY
STATISTICAL DISTANCES

This paper is concerned with the application of distance func-
tions to statistics and data analysis. Closed form expressions of
distances and similarity coefficients between individuals and po-
pulations are exposed and discussed. Some applications to bio-
logy, genetics, psichology, archaeology, linguistics, manova,
regression and stochastic association are also included.

Key words: Mahalanobis distance, Rao distance, ultrametric dis-
tance, similarity coefficients, measures of divergence.
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El concepto de distancia juega un papel muy importante dentro de las
técnicas de andlisis de datos, puesto que en las mismas, se trata de
representar individuos respecto a variables, en base a distancias o similari-
dades definidas sobre las matrices de datos.

Por ejemplo, el “"andlisis de componentes principales” y el “"anélisis cand-
nico’’ utilizan variables cuantitativas, haciéndose uso en el primer caso, de
una distancia euclidea y en el segundo de la distancia de Mahalanobis.
Poco queda que anadir sobre estas distancias al articulo del profesor Cua-
dras.

El “andlisis de coordenadas principales’” se realiza sobre variables cuali-
tativas y con distancias relacionadas con similaridades. Una técnica mas
general que ésta y que a su vez trabaja también con indices de similaridad,
es el “andlisis de proximidades'* (MDS). Si bien en el articulo se enumeran
indices de similaridad sobre variables cuantitativas y cualitativas, se puede
mencionar la existencia de algunos aplicables a tablas mixtas, con variables
tanto binarias como cualitativas y cuantitativas. Entre ellos destaca el de
Gower (1971):

S, = k%’ Sijk

/ k§=7 Wik

w, es 1 6 O dependiendo de si la comparacion considerada es valida para
k y, excepto en el caso de dicotomicas suele ser O cuando se desconozca el
valor de k en uno o ambos individuos. En dicotdmicas w;, es O cuando k

1
estd ausente en ambos individuos.
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s« Ppara binarias coincide con el de Jaccard; en el caso de nominales es 1
si los individuos son iguales en Kk y O en caso contrario; para datos intervalo
S,=1-1x,-x,|/ R, con x, el valor del individuo / en k y R, el recorrido de
k.

Los indices de similaridad adquieren también protagonismo en el campo
de los procesos estocdsticos. Algunos (como el de Marley (1981) ) se han
obtenido a partir de las medidas discutidas por Shepard y Arabie (1979) y
Tversky (1977). Asi, por ejemplo, si X,(t),paraJcT= {x, Xpr « oo X, }, siendo
T el conjunto de estimulos usados en el experimento, denota el numero de
veces que el evento J ocurre en el tiempo t, se puede suponer que la
similaridad entre x, y x;, esta basada en:

1
s;(t)= < {‘Oeg X -a TX(0-52 TXJ(t)}
HEee }dJir ;ngr

donde 0, o, B son constantes.

Con relacién a los indices de similaridad es preciso mencionar que en
muchas aplicaciones aparece un claro elemento estocastico en los atribu-
tos para los individuos comparados. Esto ocurre cuando la similaridad de
los organismos individuales se determina en base a caracteres morfol6-
gicos y psicoldgicos. Situaciones de este tipo ocurren, no solo en biologia,
sino también en arqueologia y critica literaria. Los indices mas utilizados
como el de Jaccard, Sokal y Michener resuelven este problema muy pobre-
mente. Por otro lado, distancias como Sokal (1961), Sokal y Sneath
(1963) podrian tratarse desde el punto de vista probabilistico si la distribu-
cidn de los atributos individuales es conocida. Ghent (1963) utilizé el
coeficiente 1 de Kendall como indice de similaridad entre comunidades de
plantas y animales, y aunque podria llevarse a un tratamiento probabilistico,
su aplicabilidad resultaria escasa donde los atributos son inconmensura-
bles. Goodall (1966) desarrollé6 un indice basado en probabilidad, que
puede aplicarse a atributos cualitativos, ordenados, métricos, pudiéndose
efectuar combinaciones de similaridades respecto a los diferentes atributos.
Este indice se compard con el de Sorensen (1948) sobre datos de ocho
comunidades de tierra de pasto de Colorado.

Otra técnica a comentar dentro del andlisis de datos es el “analisis
factorial de correspondencias’”’ (AFC) que es apropiado para representar
tablas de frecuencias a las que se les aplica una distancia euclidea, la
Jji-cuadrado. Dicha distancia, que a pesar de sus propiedades dentro de
esta técnica ha sido omitida en el articulo, se define para dos distribuciones
L,, L, sobre el espacio de las distribuciones de probabilidad P, con centro £,
como:
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! 2 — ! 2\2
L) - L5 |l F,2 "',.E'J (Lj— L/‘) /f/
y adquiere su maxima aplicabilidad en AFC sobre dos poblaciones H, y H,,
en relacion a los caracteres A,, ..., A_, teniendo la forma:

d2i iV =5 (F-F7)2/F

JE J
con fi=prob { A,/ H;} y f = frecuencia de A,

Autores como Piris (1986) han contribuido al estudio de la naturaleza de
la distancia j/-cuadrado.

Dentro del campo de la Estadistica Matematica el concepto de distancia
adquiere una importancia fundamental. El profesor Cuadras resume de una
manera excelente los aspectos en los que dicho instrumento se presenta
de una manera mas notable en este campo. Quisiera recalcar que la mayor
parte de la literatura estadistica reciente maneja las distancias para la
busqueda de estimadores robustos. Huber (1964) propuso una clase de M
estimadores como soluciones a un problema minimax de este tipo.

Ante el mal comportamiento de estos procedimientos en situaciones en
las que propiedades como invarianza y simetria no se presentaban, fue
necesario efectuar una extension de los mismos.

Wolfowitz (1957) publicé un paper introduciendo el método de minima
distancia (MD), dando resultados consistentes y proporcionando ejemplos
de su uso. Knisel (1969) examind consideraciones sobre la robustez de
este método. Littell y Rao (1975) y Rao, Schuster, y Littell (1975) consi-
deraron con mas detalle el uso de la distancia de Kolmogorov para la
estimacion MD. Holm (1976) sugirié la estimacién MD como el método
mas natural para algunos problemas de robustez.

Parr y Shucany (1980) estudiaron el comportamiento de los estimadores
(MD) con respecto a distancias como:

— La distancia ponderada de Kolmogorov en R

D, (K,L) = sup | K(x) - L0 [y (L(x))

— La distancia ponderada de Cramer-von Mises
W2 (K,L) =], (K(x) - L(x) )> w(L(x) ) dLix)

— La distancia del intervalo maximal de probabilidad de Kniper.



362 ESTADISTICA ESPANOLA

VIK,L) = sup |(K(b)-Kl(a))-(L(b)-Lia)) |

o LB o

— Z2,(K.L)=a " (K(x) - L(x) )2 dLix) + b (J7_(K(x)) - Lix}) dL{x))?

— una clase de discrepancias incluyendo los casos de Cramer-von
Mises WZ2(K,L), de Watson U?(K,L) y Chapman para K y L funciones
de distribucion definidas en un subconjunto (comun) de R.

Autores que en la actualidad trabajan sobre este tema serian Donoho y
Liu (1988).

Dentro de estos estimadores de minima distancia destaca el basado en
la distancia de Hellinger (MHD). Este estimador ha sido conocido por ser
eficiente de primer orden en un modelo paramétrico multinomial (Rao
(1963) ). Méas recientemente Beran (1977) argumentd que un estimador
MHD para un modelo paramétrico continuo deberia ser robusto y mostré
que es asintdéticamente eficiente para un modelo con soporte compacto.
Stather (1981), Tamura y Boos (1986) dan extensiones a modelos con
soporte compacto. Simpson (1987) enfoca la estimacion MHD para datos
discretos, donde el modelo permite tener soportes infinitamente nume-
rables. Este estimador ha sido aplicado a estudios de mutagenecidad
quimica.

Para acabar deseo felicitar al Profesor Cuadras por este magnifico arti-
culo, que debe servir para reflexionar sobre este instrumento tan importan-
te y utilizado dentro de la Estadistica y en muchas ocasiones quiza poco
conocido.
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Este articulo tiene un gran interés como presentacion coherente y muy
actualizada del estado de la cuestion en el estudio de las distancias esta-
disticas.

Es este un tema de incidencia creciente en la estadistica aplicada. La
descripcion de aplicaciones posibles que, sin pretensiones de exhaustividad,
incluye el autor en el apartado 7 nos da una idea de su gran utilidad.
Anadiré que las nociones de distancia y similaridad son también instrumen-
tos basicos en el anadlisis econdmico, y en especial en un sector del mismo
actualmente en auge: la economia regional.

La presentacion que realiza el autor de los distintos tipos de distancias
que pueden definirse imponiendo alternativamente propiedades diversas
me parece especialmente interesante, por su relacion con algunos resulta-
dos basicos del andlisis multivariante, sobre todo en las cuestiones de
agrupacion y seriacion. Asi, el conglomerado jerarquico formado con ele-
mentos cuyas distancias sean ultramétricas es unico, en tanto que una
distancia euclidea no ultramétrica puede dar lugar a multiples opciones de
formacion jerarquica de conglomerados, con resultados en general distin-
tos.

Finalmente, quisiera hacer observar que la definicion de similaridad que
el autor adopta no es la unica existente. En la literatura estadistica es
frecuente que se acepte como similaridad una aplicacidn positiva y simeé-
trica que satisfaga ademads alguna condicion de monotonicidad. Pero el
autor de este articulo impone un axioma especialmente restrictivo: que
S,=1. De acuerdo con su definicion, el coeficiente de Russell y Rao,
definido como

a
p
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es decir, numero de caracteres presentes comunes dividido por el numero
de caracteristicas, puede no ser una similaridad.

La eliminacion del axioma S, =1 permite incluir en el concepto de simila-
ridad a los coeficientes habitualmente utilizados como tal, pero entonces
las transformaciones

pueden no conducir finalmente a una distancia, ya que podria ser ¢, > O
para algun /. La transformacion de Gower, en cambio

5,=VS,+S,-25,

/ i

no presenta tal problema, y esta es otra de sus grandes ventajas.

JOSE M. GARCIA-SANTESMASES
(Universidad Complutense, MADRID)

Tema dificil de encontrarlo recogido, aunque sea parcialmente, queda ilus-
trado no sélo por la bibliografia que aporta, sino también por su versatilidad
y extension.

El enfoque dado al tema es doblemente atractivo. Por un lado presenta los
ultimos resultados obtenidos por el autor y su equipo que juntamente con
otros ofrecen un util estado del arte sobre este tema.

Por otro ofrece un amplio conjunto de aplicaciones algunas de ellas bien
comentadas, otras simplemente referenciadas que lo hacen particularmente
util desde el punto de vista préctico.

Aunque es dificil la eleccidn, creo que el tema del MDS merece un aparta-
do separado y no a través de una aplicacion.

Especialmente interesante tanto por su lectura como por los resultados
que presenta, por su fondo y su forma, es el capitulo dedicado a las ultra-
métricas. Echo en falta algoritmos para la obtencién de éstas a partir de

desemejanzas como pueden ser los métodos subdominantes. Jardine vy
Sibson (1971), Sédnchez (1977).

No parece natural, sin embargo, en un articulo de este tipo, la ausencia de
una referencia explicita a la distancia de la Chi-dos o de Benzecri, Benzecri
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(1976), Cuadras (1981), Lebart (1977) por ser ésta especialmente utilizada
en aplicaciones socioldgicas que por otra parte también estan ausentes en el
capitulo de aplicaciones.

En mi opinidn, en un articulo de estas caracteristicas es necesario un
comentario sobre los aspectos computacionales del tema, como son refe-
rencias a paquetes de programas que implementen alguna de las distancias
que se presentan, SPAD, BMDP, Clustan, etc., y las dificultades de imple-
mentacion, temas éstos especialmente utiles desde un punto de vista prac-
tico, Jambu (1977), Wishart (1978).

En cualquier caso mi felicitacidon al autor del articulo y al director de la
revista por proporcionarnos una aproximacion a un tema de tan dificil loca-
lizacion.
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Cuando la Revista solicité a Carlos Cuadras un articulo de revision del
concepto y aplicaciones de la nocion de distancia en Estadistica, esta-
bamos seguros de poder contar con un trabajo de =alidad. La respuesta ha
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sobrepasado nuestras expectativas, y quiero felicitar al autor por su profun-
da y rigurosa presentacion de este tema, al que el Profesor Cuadras ha
hecho contribuciones relevantes. Este comentario pretende unicamente re-
saltar que: 1) como senala el autor en su trabajo, cualquier problema de
inferencia estadistica puede replantearse como un problema de distancias y
2) en mi opinidn, las distancias de Kullback-Leibler —para distancias entre
distribuciones— y la de Mahalanobis —para vectores de datos— ocupan un
lugar especialmente destacado en Estadistica.

Comenzando con la distancia de Kulback-Leibler (KL), es bien conocido
que la estimaciéon maximo-verosimil resulta al minimizar esta distancia
entre la verdadera distribucion y la estimada. En efecto, sea f(x; ©) un
modelo paramétrico que satisface las condiciones habituales de regularidad
y sea O, el verdadero valor del vector desconocido de parametros. La
distancia KL entre un modelo estimado f(x, ©) y el modelo verdadero
fix, ©,) es

[In f(x. ©,) f(x, ©,)dx - [ In f(x; ©) f(x; ©,)dx

como el primer término es constante, minimizar la distancia equivale a
maximizar el valor promedio de /n f(x; ©), cuyo estimador con los datos
muestrales es

1 Y /n f(x; O)
n

y obtenemos el método de maxima verosimilitud.

Esta distancia aparece de una manera natural tanto en el enfoque clasico
(Kullback, 1978) como en el Bayesiano (Bernardo 1979a, 1979b) no sdlo
ligada a problemas de estimacidn, sino también a la construccion de herra-
mientas diagndsticas (Geisser y Johnson 1983, Guttman y Peifa 1988), la
seleccion de modelos (Akaike 1974, Pena y Arnaiz 1981) o el desarrollo
de métodos robustos de estimacion (Pefa y Guttman 1989).

Es facil comprobar que la distancia KL entre dos poblaciones normales
multivariantes N(z«, ¥), N(u, ¥) con la misma matriz de covarianzas 3
es:

1
— (=)’ )N TNy
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que es la distancia de Mahalanobis entre las medias de ambas distribucio-
nes. Por tanto, en la hipdtesis de Normalidad, la distancia KL se reduce de
forma natural a la distancia de Mahalanobis. Todos los problemas de
inferencia en poblaciones normales y, por extensidn, los problemas de
inferencia asintdtica con familias regulares, estdn basados en esta distan-
cia. En efecto, la otra distancia bdsica para datos cuantitativos, la X° de
Pearson, que en su version mas conocida es:

(0,-T,)?

e.

/

X°=z=(0-T)M'(0-T) =% (1)

donde O es un vector de k frecuencias observadas, T un vector de k
frecuencias teoricas tal que E[0] = T y M una matriz diagonal cuyos
términos son los componentes del vector T, puede escribirse (véase Ken-
dall y Stuart 1979, p. 381) como una distancia de Mahalanobis entre un
vector de dimension k-1, X obtenido eliminando uno cualquiera de los
componentes de O, y su vector de medias u (obtenido andlogamente de T):

X2=(X=-p) 27 (X =n) (2)

donde 2. es la matriz de varianzas y covarianzas del vector X.

Los contrastes de medias en poblaciones normales pueden clasificarse
en dos grupos: en el primero conocemos el pardmetro de escala 2 en la
matriz de varianzas y covarianzas. El contraste es entonces de la forma:

(O -0)M ' (6 -0) g2 (3)

donde © es un vector de medias estimadas tal que E(@) = © y Var(©) =
o M. Por ejemplo, si © es escalar, la expresion (3) se reduce a n(X - 11)?/a?,
que es el contraste clasico de la media. Si © es un vector de medias y la
matriz de varianzas y covarianzas de los datos 2, es conocida, (3) se
reduce a:

(X =) 27X -u )

que serd una X? con grados de libertad iguales a la dimensién de 1.

Como los estimadores de poblaciones normales son lineales, llamando X
al vector de datos, en general podemos escribir:

-~

O =AX E(O) = A u
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y la distancia (3) puede tambien escribirse:
XZ=(X=-u)’A'M"A (X =) a2 (4)

qQue equivale a una distancia de Mahalanobis entre los datos y sus medias.
Por ejemplo, en el caso mds simple de una poblacion normal con media
desconocida pero varianza conocida, el contraste cldsico de la media resul-
ta ahora:

(X — p)'A'A (X - p) o2

donde la matriz cuadrada A'A tiene rango uno y todos los componentes
igual a n?. Es bien conocido (Pefa 1987, pp. 234-235) que cualquier
contraste asintdtico (razon de verosimilitudes, Lagrange o Wald) equivale a
una distancia de Mahalanobis entre el vector de parametros que se con-
trasta y su estimacion, diferenciandose los contrastes unicamente en las
aproximaciones utilizadas para escribir la matriz de varianzas y covarianzas
de los estimadores.

Cuando ¢? es desconocida, el contraste compara la distancia de Mahala-
nobis entre el estimador y el parametro con otra distancia calculada a partir
de los datos para estimar el efecto de escala, obteniendo el contraste
general de la F:

(6-06) M’ (6 -06) —;(-
F = (5)
(X = i) 37 (X = i) ——
n—k

donde © tiene dimensién k y matriz de varianzas/covarianzas M o2, 1 es la
estimacion de las medias del vector de datos X que tiene matriz de varian-
zas covarianzas ¢2 .. Estos son los contrastes bdsicos de los modelos
lineales donde se supone independencia y, en consecuencia, Y =I. La idea
es, sin embargo, completamente general y puede aplicarse para cualquier
vector de variables normales con matriz de varianzas covarianzas Y o¢°. Por
ejemplo, para muestras de una poblacion multivariante se obtiene la distri-
bucién T? de Hotelling.

En los contrastes de varianza para una poblacién normal de nuevo nos
encontramos la distancia de Mahalanobis.

(X = 1)'S-1 (X = 1)
0..2

X? =
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por ejemplo, para una poblacién normal univariante £ = X, X = | y el
contraste se reduce al bien conocido resultado Z(X, - X)?/02. La compa-
racion de varianzas de dos poblaciones es de nuevo una comparacion entre
distancias de Mahalanobis.

En resumen, cualquier problema de test de hipdtesis en Estadistica puede
interpretarse en términos de distancias: Los contrastes que resultan en una
distribucion X? utilizan una cierta distancia de Mahalanobis entre dos vec-
tores, y los que se basan en la distribucién F (o T? de Hotelling o, por
supuesto t de Student, como caso particular) comparan las distancias de
Mahalanobis entre dos vectores cuyas dimensiones respectivas son los
grados de libertad de la F.

Andlogamente, cualquier problema de estimacién paramétrica resulta al
minimizar una cierta distancia. Por ejemplo, los métodos de estimacién
robusta minimizan, en lugar de la distancia euclidea (Y - X8)'Y — Xf), donde
Y es un vector de datos, X una matriz de variables y # un vector de
parametros, una distancia de Mahalanobis del tipo

(Y = XB)" Z7(B) (Y = XpB)

donde X depende de los pardmetros desconocidos vy, por tanto, la minima-
cion de la funcidn requiere un procedimiento iterativo (minimos cuadrados
generalizados iterativos).
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El trabajo de Carles M. Cuadras, que contiene resumida parte de su labor
Investigadora durante los dltimos afos, constituye, a mi juicio, una aporta-
cion fundamental para el estadistico actual. Presenta una exposiciéon didac-
tica, rigurosa y exhaustiva, sobre la nocién de distancia estadistica, e in-
cluye muchas e interesantes aplicaciones de la misma en diversos campos,
asi como una completa bibliografia al respecto.

Algunas otras aplicaciones de interés de las distancias estadisticas en los
contextos de estimacion, contrastes de hipdtesis y otros son las siguientes:

La estimacidn del parametro () de una poblacidn absolutamente conti-
nua f, al minimizar sobre el espacio paramétrico la distancia de Hellin-
ger entre f, y un estimador paramétrico de f, Esta idea, introducida por
Beran (1977), fue extendida por Lasala (1981) en su tesis doctoral.

La busqueda de la ventana dptima en un problema de estimacion de la
densidad puede plantearse minimizando distancias estadisticas (Hellin-
ger, Kullback), como puede verse en Hall (1983).

Cristébal, J.A., Faraldo, P. y Gonzalez Manteiga, W. (1987), hacen una
estimacion parametrica de la regresidon minimizando sobre el espacio
parameétrico la distancia L, entre el modelo y un estimador no paramé-
trico del mismo.

Hardle, W. y Mammen, E. (1988, preprint), realizan contrastes de hipo-
tesis acerca de un modelo de regresion utilizando la distribucion
Booptstrap de la distancia L, entre una estimacion cldsica del modelo y
una estimacion no paramétrica del mismo.

Una posible aplicacion interesante de las distancias estadisticas nos
llevaria, en la técnica Bootstrap, a sustituir la distribucién empirica por
aquella que menos «dista» de ella, entre las pertenecientes a una cierta
clase de distribuciones (p. ej.: la clase de distribuciones simétricas).
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Contestacion

Agradezco los comentarios de B. Castro, M. P. Martin-Guzman, J. M.
Garcia-Santesmases, D. Pefia y J. M. Prada, porque no tan soloc contienen
observaciones interesantes sobre aspectos concretos, sinoc que ademas
contienen ideas y referencias que enriquecen mi articulo. Mi contestacion
voy a llevarla a cabo incluyendo las respuestas en cuatro secciones.

1. SIMILARIDADES

Aunque en la seccién 2.1 se imponia la restriccion O0< s, < 1, en la

misma seccion se sefiala que una similaridad puede también tomar valores
superiores a 1, y se destaca la importancia de la distancia.

0,=\S,+5,-25s, (1)

en lo que hace referencia a las propiedades métrica y euclidea, como queda
bien patente en el cuadro 2. Sin embargo, tiene razén M.P. Martin-
Guzman. La restriccion s,= 1 puede dejar de cumplirse para el coeficiente
de Russell y Rao, definido como a/p.

En cuanto al coeficiente de similaridad para datos tanto cuantitativos
como categodricos, se hace referencia al coeficiente de Gower (1971) en la
seccion 7.7. Conviene observar que este coeficiente puede escribirse tam-
bién como

é’ (1-|x,-x, | /R)+a+a
S,;= — (2)
n,+(n,-d)+n;

donde n, es el nimero de variables continuas, a y d son el nimero de
coincidencias para las n, variables dicotémicas y o es el numero de estados
coincidentes para las n, variables multinomiales. Deben aplicarse algunas
correcciones en el caso de datos faltantes. R, es el rango de la k-esima
variable continua. |
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Es facil comprobar que s, se reduce al coeficiente de Jaccard si todas
las variables son dicotémicas y al coeficiente de Sokal y Michener si todas
son binarias. Notese la distincion entre variables dicotomicas (en las que se
resalta |la importancia de las coincidencias positivas) y variables binarias.

La importancia de s, reside en que (1) da lugar siempre a una distancia
euclidea (salvo, eventualmente, el caso de datos faltantes). Por otra parte,
recientemente hemos utilizado esta distancia (con datos reales) para verifi-
car el modelo de regresion propuesto en la seccidon 7.7, obteniendo buenos
resultados con respecto al procedimiento clasico de cuantificar las varia-

bles cualitativas.

2. DISTANCIA j/-cuadrado

La no inclusion de esta distancia en el texto puede explicarse por la
dificultad de definirla sin una clara referencia al Andlisis de Corresponden-
cias (AC), lo que hubiera comportado alargar un original ya de por si
bastante extenso. Aunque el AC es un tema que ya he tratado en Cuadras
(1981, cap. 14), lo comentaré brevemente relaciondndolo con otros mé-

todos.

Sea F = () una tabla de contingencia rxs. Podemos suponer que las
frecuencias son relativas y suman 1. La distancia ji-cuadrado es una medi-
da de la diferencia entre los perfiles de dos filas /, k que se define por

f. .
o°(i k) = (— - )¢ (3)

S
]=

1
! f,/

-~

Analogamente se define la distancia entre columnas.

El AC puede describirse a través de la descomposicion singular

D'2(F-E)D,"?=U AV (4)
donde UU’=l, V'V=Il, A es diagonal y contiene los valores singulares,
D,=diaglf,,....f, ), D,=diag(f,,....,f,).,y E=D,11'D,

Obsérvese que los elementos de E sone, =, f, (6 f, f,/N si trabajamos
con frecuencias absolutas), luego la descomposicidn singular (4) mide la
discrepancia entre F y la matriz E que corresponde al caso de independen-

cia entre filas y columnas.

La representacion de las filas se consigue a través de la matriz de
coordenadas euclideas.

R = D;/?UA
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y la de las columnas a través de
C =DJ?VA
Ambas matrices estan relacionadas por

R=D;FC A"’
C=DFR A’

permitiendo una representacion simultdnea de filas y columnas a lo largo
de unos mismos ejes. Las distancias euclideas entre filas (columnas) son
iguales a las distancias ji-cuadrado. Utilizando adecuadamente el andlisis
de componentes principales, podemos representar y estudiar la dependen-
cia entre filas y columnas de una tabla de contingencia.

El AC estd estrechamente relacionado con otros métodos de andlisis de
datos categoricos.

1) Puede utilizarse como un complemento del modelo log-lineal. Asi
como este modelo es util para detectar interacciones, AC permite represen-
tarlas graficamente (Van der Heijden y de Leeuw, 1985).

2) Se relaciona con el llamado modelo RC (Row-Column association
model) de Goodman (Van der Heijden y Worsley, 1988).

3) Puede interpretarse como una solucion “biplot’” (Gabriel, 197 1) apli-
cada a la matriz D;’?F D,'/? (Cuadras et a/, 1985).

4) Se puede introducir como un andlisis de correlacidon candnica entre
“dos conjuntos de variables categéricas. Los valores singulares contenidos
en A pueden ser interpretados como correlaciones canodnicas (Cuadras,
1981, cap.22).

5) Se verifica
tra A= y?/N

donde y?es el estadistico fi-cuadrado del test de independencia en tablas
de contingencia. Existe asi una evidente relacién con la y? interpretada
como una medida de divergencia entre F=(f,) y E=(f, ), tabla construida
bajo la hipdtesis de independencia.

6) Puede ser planteado como un método de RA ("‘reciprocal averaging’’),
que ya habia sido propuesto por diferentes autores (Horst, Richardson,
Fisher) y recuperado por Hill (1973) para el andlisis de datos ecoldgicos.
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7) Finalmente AC es practicamente equivalente a los métodos conocidos
como “‘dual scaling” y “optimal scaling’’. introducidos y estudiados por
diversos autores (Fisher, Guttman, Kendall, Lancaster, Nishisato, etc.). Véa-
se Takeuchi et al. (1982), Greenacre (1984).

3. ALGORITMOS DE CLASIFICACION, MDS Y COMPUTACION DE
DISTANCIAS

La descripcion de algoritmos de clasificacion jerarquica, equivalentes a la
construccion de una distancia ultrameétrica a partir de otra distancia dada,
asi como la descripcion del MDS, son tareas que desbordan totalmente las
intenciones de este articulo. Me limitaré a resaltar, de nuevo, que existen
dos tipos de estructuras: el par (,6), formado por un conjunto 2 y una
distancia ¢, que recoge (en algun sentido apropiado) las relaciones entre los
datos, y el espacio geométrico modelo (V,d), gracias al cual se dispone de
una representacion reconocible de (Q2,0). En general, es necesario algun
criterio de aproximacion para pasar del primero al segundo. Este paso se
lleva a cabo mediante un algoritmo adecuado

(©Q.6) algoritmo . (V.d)

Si el espacio (V,d) es ultramétrico se trata entonces de un algoritmo de
clasificacion jerarquica. Si el espacio es euclideo, entonces necesitamos
algunos de los métodos de MDS, como se comenta brevemente en la
seccion 4.1.

Por otra parte, los aspectos computacionales de las distancias estadis-
ticas constituyen un aspecto importante del tema, que merece un estudio
aparte que no seria completo sin una experimentacion con diversos conjun-
tos de datos. Se trata también de una tarea que desborda las intenciones
que se han pretendido en este articulo.

En general, los paquetes de programas sobre anadlisis multivariante de
datos contienen rutinas que calculan distancias, bien explicitamente o de
forma implicita en funcion del método empleado. CLUSTAN es el paquete
mds completo en este sentido, aunque también debemos mencionar
BMDP, SPAD, etc., como comenta J. M. Garcia-Santesmases. Ademas del
conocido SPSS, otros paquetes de programas dignos de mencion son:
GENSTAT, MDS(X) y NTSYS.
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4. DIVERGENCIAS VERSUS DISTANCIA DE RAO

Al tratar sobre las distancias estadisticas entre distribuciones de probabi-
lidad, este articulo expone tanto las divergencias funcionales como la dis-
tancia geodésica o distancia de Rao. Sin embargo, se deja entrever una
ligera preferencia hacia la distancia de Rao. En efecto, la distancia de Rao,
por sus connotaciones geometricas y sus interesantes propiedades, viene a
ser la generalizacion natural a distribuciones paramétricas cualesquiera de
la distancia de Mahalanobis, que la engloba como caso particular.

Las medidas de divergencia, como la de Kullback-Leibler (KL), poseen
una formulacion mas simple y gozan también de interesantes propiedades
y aplicaciones, como bien expone D. Pena. De hecho, existe una fuerte
relacion entre la funcion de verosimilitud y KL cuando la distribuciéon perte-
nece a la familia exponencial. La ventaja de considerar KL queda patente
en el caso de que la verdadera distribucion g no pertenezca a una determi-
nada familia paramétrica. Supongamos que g realmente no pertenece a la
familia exponencial p, y sin embargo deseamos estimar (. Entonces la
funcion de verosimilitud es esencialmente una estimacion de la divergencia
KL entre la g v p,. Ademds el estimador maximo verosimil 9:,, que no
estima el verdadero parédmetro porque g# p, es un estimador consistente
y asintoticamente normal de 0", siendo §* el valor del parametro tal que
K(g.p,) es minimo. En otras palabras, el estimador maximo verosimil pro-
porciona una estimacion del valor del paradmetro que da lugar a la distribu-
cion de la familia lo mas proxima posible, respecto a KL, a la verdadera
distribucion. En un contexto similar podemos situar los comentarios de J.
M. Prada.

No obstante, aunque KL y otras medidas de divergencia son medidas de
discrepancia razonables entre dos distribuciones, en ciertos casos pueden
ser mas apropiadas otras medidas. Si bien faltaria una demostracion mas
elocuente de la superioridad de la distancia de Rao, he aqui algunos argu-
mentos en su favor, en tanto que queda como problema abierto compararla
con otras distancias en un contexto mas general.

1) La divergencia KL no es propiamente una distancia, pues no es simé-
trica, y aunque puede simetrizarse, no cumple la desigualdad triangular.

2) Las divergencias son medidas de discrepancia funcional perfectamen-
te apropiadas en el caso no paramétrico. Cuando se conoce una parametri-
zacion, aprovechamos mejor la informacion que proporciona la muestra
utilizando la distancia de Rao, que viene a medir el cambio de informacién
entre los parametros.
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3) La distancia de Rao posee mayor poder de separacion que la distancia
de Matusita, extensamente utilizada en problemas de inferencia estadistica,
como se refleja en la relacion (seccion 6.2)

M(p.q) < Blp.q) < R(p.q)

4) Las divergencias y la distancia de Rao coinciden localmente (seccion
6.3), lo que tiene como consecuencia que en ciertos casos se llegue a
resultados equivalentes.

5) En el caso multinomial, el elemento de arco es
dsz = Z (dp/)2 / p/‘

La distancia de Rao se obtiene integrando el elemento de arco a lo largo de
una curva geodésica. Obsérvese entonces la analogia formal entre ds’ y la
clasica féormula del estadistico ji-cuadrado

X2= > (f; - e/)z /e,

6) Todos los problemas de inferencia en modelos lineales normales uni-
variantes pueden ser resueltos a través de la distancia de Rao (Burbea vy
Oller, 1988).

En cuanto a los numerosos problemas en los que interviene la distancia
de Mahalanobis, pueden ser también abordados con mayor generalidad
utilizando la distancia de Rao o la distancia relacionada introducida en la
seccion 5.5 (distancia entre individuos). Sin embargo, ocurre que si la
estimacion de los parametros alcanza la cota de Cramer-Rao, al ser la
matriz de informacién de Fisher una matriz de covarianzas, esta distancia
viene a ser esencialmente la distancia de Mahalanobis.
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