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RESUMEN

Este trabajo analiza procedimientos de robustificacion del modelo lineal.
Se comparan las ventajas de utilizar un procedimiento de estimacién ro-
busto basado en M-estimadores con un analisis interno de la robustez de
los minimos cuadrados a la muestra. Se sehalan las ventajas teodricas
de este ultimo enfoque y se ilustra su aplicacion mediante la construccion
de un modelo explicativo de los determinantes del alquiler en el Area
Metropolitana de Madrid.

Palabras clave: Métodos robustos, observaciones con influencia, regresion.,
distancias generalizadas.

1. INTRODUCCION

La construccion de un modelo estadistico con datos que no han sido recogidos
mediante un diseno experimental cuidadoso requiere, en primer lugar, dedicar una

* Este trabajo forma parte de una investigacion mas amplia financiada por el Ministerio de
Economia y Comercio. Los autores desean agradecer la colaboracion de José Antonio Quintero.
del Centro de Calculo de ese Ministerio. que se ocupé de los aspectos informaticos de la parte

empirica de este articulo.
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atencion especial a aquellas observaciones no homogéneas con el resto de la muestra y
que pueden introducir sesgos importantes en los resultados del analisis.

Este es un problema fundamental en la construccion de modelos lineales con mues-
tras de corte transversal donde. tipicamente. se dispone de un nimero elevado de datos
de muchas variables. El problema es grave. ya que unas pocas observaciones atipicas
pueden invalidar la hipétesis de normalidad en el modelo lineal y destruir la optimalidad
del procedimiento de estimacion minimo-cuadratico que puede convertirse en muy poco
eficiente.

En esta seccion vamos a presentar la formulacion general del problema de estima-
cion por maxima verosimilitud de un modelo lineal. En la seccion 2 comentamos el
efecto de las anomalias en el modelo de regresion y una panoramica de las distintas
soluciones posibles. En la seccion 3 se discuten las ventajas y limitaciones de los
métodos robustos de estimacidn. y en particular de los M-estimadores de Huber. En la
seccion 4 presentamos la necesidad de robustificar la metodologia de construccion
del modelo. y resumimos las aportaciones existentes para realizar un estudio interno de
sensibilidad a la muestra utilizada de un modelo estimado por minimos cuadros. Estas
ideas se aplican en la seccion S a la construccion de un modelo explicativo de las
variables determinantes del alquiler. Finalmente, la seccion 6 incluye algunos comen-
tarios finales. La descripcion de los datos utilizados se recoge en un apéndice.

Comencemos revisando brevemente la estimacion del modelo lineal:
Y =XB + U [1.1]

donde Y es un vector de respuestas n X 1. X es una matriz de rango k de variables
predeterminadas. con dimensién n X k, B es un vector de k parametros y U es un
vector n x | de perturbaciones. La estimacion maximo-verosimil de [1.1], llamando f a
la tfuncion de densidad de Y y suponiendo E[U] = Q y E[UU’] = o?l, conducird a

max Z In f(y, — x.B) min Z gy, — xB) [1.2]

i=1 i=1

donde —g = Inf. En la hipétesis de que f es derivable, el estimador maximo-verosimil
de B es la solucion (supuesta tnica). del sistema de ecuaciones

Dovy, - xPx; = O (1.3)
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donde ¥ = g' = —f'f~!y x/ es el vector (1 x k) de la fila i de la matriz X. El sistema
anterior puede escribirse de forma compacta detiniendo y'(i. B) como el vec;(;r fila 1 x n.
cuyos componentes son los valores de la funcion ¢ en los n puntos muestrales.
Entonces [1.3]) equivale a:

Y. P X =0 (1.4]

Sie; =y, —xByw, = V(e)e,. otra manera ilustrativa de escribir estos resultados es

dexmw, =0 [1.5)

que revela como la estimaciéon maximo-verosimil del modelo lineal conduce a minimos-
cuadrados ponderados. pero donde los pesos w; dependen de los parametros desconoci-
dos B,. Por tanto. la solucion general del sistema de ecuaciones [1.5] tendra que
obtenerse iterativamente.

En resumen. concluimos que la estimacion maximo-verosimil del modelo lineal
puede interpretarse: 1) como la minimizaciéon de una cierta funcién g de los residuos
muestrales: 2) como la determinacién de una funciéon ¥ de los residuos cuyos compo-
nentes sean ortogonales al espacio vectorial generado por las columnas de X. y 3)
como minimos cuadrados ponderados con los pesos determinados iterativamente.

Si admitimos las hipotesis [1.2] respecto a U y convenimos en que su distribucion es
simétrica. una formulacion general de la misma es la familia exponencial potencial
propuesta por Diananda (1949) y Box (1953). y estudiada por Box y Tiao (1973). Su
funcidon de densidad es

2

" e
— [1.6]
c

f) = k,(ot)zrI exp {-—/(2(1)

-1 < a <1 c > x -x < u < x

donde o es la desviacion tipica y el parametro x> es indicativo de la kurtosis o
aplastamiento de la distribucion. Para « = 0 la distribucion es la normal, paraa = +1 la
distribucion es la doble exponencial o de Laplace y para ¥ — —1 se obtiene, como
limite, la distribucion uniforme. La funcion [1.6] incluye ademas desde distribuciones
con colas mas amplias que la normal (leptokirticas para x > 0). hasta distribuciones
con colas muy poco marcadas (platikirticas si x < 0). La maximizacion de la verosimi-
litud de un modelo lineal con perturbaciones dadas por [1.6] conduce a:

Sy, - x8 " (1.7]
i=]
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que incluye como casos particulares la minimizacion de desviaciones absolutas (x = 1),
minimos cuadrados (x = 0) y. en el limite cuando 2 = — 1. la minimizacion de la
desviacion maxima.

Observamos que para una distribucion de U simétrica el criterio adecuado es muy
dependiente de la propia distribucién de U. Un criterio robusto ante anomalias, como la
desviacion de desviaciones absolutas. es poco eficiente si los datos son normales.
mientras que minimos cuadrados es muy poco eficiente si existen unas pocas observa-
ciones atipicas que contaminan la distribucion haciéndola leptokuartica. Este efecto se
comenta en la seccidn siguiente.

2. EL EFECTO DE LAS ANOMALIAS

En esta seccion supondremos que las perturbaciones U del modelo lineal son N(O,
o?), pero que existe una pequena proporcion € desconocida de observaciones atipicas.
Este hecho puede modelarse mediante el siguiente enfoque: supongamos que estas
observaciones andémalas provienen de una distribucién también normal, de media cero y
varianza ko?, donde & > 1. Entonces la funciéon de densidad de las perturbaciones
observadas es

Jw) = (1 =€) fy W]0, 6*) + fy(u|0, ko?) (2.1]

donde fx (-|p. o?) representa la funcién de densidad normal de media p y varianza o2.
Es inmediato que entonces

Var ) = a2 (1 + € (k -- 1) [2.2]
y f sera simétrica con kurtosis

__EBl _3[ I+ €G- 1 —1]
! {E [1}? (1 +€ & - Dy

sie - (2.2)
donde 8 < 1. Por tanto, la distribuciéon de « sera leptokurtica. Por ejemplo, para € =
= 0.1 yk =9, se obtiene g = 5.33. y las colas de la distribucion son mas abiertas que
las de la distribucidon de Laplace (que tiene y = 3). Este modelo para las anomalias es el
considerado por Tukey (1960). Box y Tiao (1968. 1973) y Guttman (1973), entre otros.

Por tanto, concluimos que con este modelo tendremos: a) una mayor varianza del
error, y b) una distribuciéon con colas mas largas que la normal.

La varianza de la estimacion de los parametros 3 del modelo lineal es

Var () = (X'X)"'o?
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y si a2 viene dado por [2.2]. por ejemplo, con k grande, los parametros estimados seran
muy pocos fiables, muy inestables de muestra en muestra y con una gran varianza.

Los enfoques practicos para resolver este problema pueden resumirse en:

1. Acudir al teorema central del limite para justificar la hipétesis de normalidad y
utilizar, por tanto, minimos cuadrados. Una vez estimado el modelo, utilizar graficos de
residuos frente a valores estimados para detectar anomalias y realizar finalmente un test
de normalidad de los residuos.

2. Desechar minimos cuadrados y utilizar un procedimiento robusto de estimacién
eligiendo una funcién g que proporcione estimadores razonablemente eficientes en la
hipétesis de normalidad, sin padecer la inestabilidad de los minimos cuadrados ante
anomalias.

3. Utilizar un enfoque bayesiano construyendo un modelo formal que incorpore las
desviaciones «a priori» previsibles respecto al modelo lineal estandar mediante parame-
tros en un modelo ampliado. '

4. Robustificar no tanto el criterio de estimacién como la metodologia de construc-
cion del modelo lineal. Esto requiere comprobar en cada etapa de construccion del
modelo que la decision adoptada no esta determinada por un pequeiio grupo de obser-
vaciones atipicas. Por tanto, no se abandona «a priori» minimos cuadrados, como en 2,
pero se complementa la estimacién con un conjunto de contrastes diagndsticos que
permitan: a) detectar las observaciones potencialmente influyentes; b) medir sus efectos
sobre las coeficientes, y ¢) contrastar si son significativamente atipicas.

De estas cuatro alternativas, la 1 es la generalmente propuesta por la inmensa
mayoria de los textos de Estadisticas y Econometria. Sus limitaciones son de dos tipos.
La primera es que los graficos bidimensionales clasicos son incapaces de revelar cierto
tipo de observaciones claramente atipicas, que son ademas las que pueden producir una
mayor distorsion en la estimacién minimo-cuadratica del modelo lineal. Si consideramos
puntos muestrales (y;, x,), el caracter atipico puede mostrarse por: 1) un valor and-
malo de y, para el x; correspondiente. Este es el tipo de anomalia mas facil de detectar
y corresponde al caso b) de la figura 1; 2) un valor atipico x’; del vector de variables
explicativas. Este segundo caso puede o no ir acompanado de una respuesta y, atipica.
La figura la representa a esta situacion.

Se observa que el punto A es de hecho el que determina la pendiente de la recta y
es destacadamente atipico, ya que sin €l la recta obtenida seria la marcada por la linea
de puntos. Sin embargo, el residuo en el punto A sera muy pequefio., e incluso cero.
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Figura 1
Tipos de anomalias
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El enfoque clasico de analisis de residuos va encaminado principalmente a encontrar
anémalos asociados, por tanto, a la situaciéon 1b, lo que constituye una de sus limitacio-
nes principales.

En efecto, los grificos de residuos frente a la variable prevista o frente a las
variables explicativas, aunque muy dutiles para detectar errores de especificacion (véase,
por ejemplo. Draper y Smith, 1980); no pueden detectar aquellos valores atipicos
multivariantes que se caracterizan por tener varias coordenadas x alejadas de los
valores medios para estas variables. Como veremos en la seccién 3, estos puntos son
especialmente influyentes en la regresiéon y requieren un anilisis particularmente cuida-
doso.

El enfoque 3 ha sido utilizado por Box y Tiao (1968, 1973); Abraham y Box (1978);
Chen y Box (1978 a, b y ¢) y Box (1979, 1980). Desde nuestro punto de vista, éste es el
enfoque mas general y completo para el tratamiento del problema, aunque presenta
mayores inconvenientes computacionales y requiere disponer de un software para su
aplicacion eficiente.

En las secciones siguientes comentamos las soluciones 2 y 4.

3. ESTIMADORES ROBUSTOS DE REGRESION

Los inconvenientes apuntados de los minimos cuadrados han conducido en los
altimos veinte afos a una extensa investigacion de métodos que superen estas dificulta-
des. Los libros de Mosteller y Tukey (1977), Huber (1981). Barnett y Lewis (1978)
introducen el problema y contienen abundantes referencias.
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La inestabilidad de los minimos cuadrados es debida a la forma particular de las
funciones g y ¥ de [1.3] y [1.4]. La funcion ¢ es en este caso cuadratica. por lo que
aquellas observaciones con residuo mas grande, en valor absoluto. entran en la suma a
minimizar al cuadrado. lo que «arrastrara» la ecuaciéon minimo-cuadratica hacia esas
observaciones, efecto obviamente indeseable. Por considerarse intuitivas. parece claro
que una funcién g que crezca mas lentamente que g(«) = «? cuando « sea grande, dara
un peso menor a las observaciones atipicas y, por tanto, conducira a estimadores mas
robustos.

Huber (1964) planted este problema formalmente. Dada una familia de normales
contaminadas segin [2.1] puede investigarse la forma de g de manera que la maxima
varianza posible de la estimacion maximo-verosimil de B sea minima. El resultado de
este ejercicio consiste en obtener la siguiente funcién a minimizar

Wy Jul < a -d, u < —a
glu) = Uo(u) w. ful < a (3.1]
alu| —da*s |4l > a a >

I

donde el valor de a se toma en la practica entre 1 y 2. Observemos que si a es grande,
este método sera similar a minimos cuadrados. mientras que si a — O se obtiene la
maximizacion de las desviaciones absolutas.

Para comparar esta funcidon con criterios conocidos, la tabla 1 presenta la forma de
la funcion ¥ y los pesos w; del sistema de minimos cuadrados ponderados equivalente
[1.5]. Minimos cuadrados corresponde a V¥ («) =« y. por tanto. w; =y («)-u-! = 1, que
da peso idéntico a todas las observaciones. La minimizacidon de las desviaciones absolu-
tas da un peso muy grande a los residuos muy pequefos y un peso que decrece
geométricamente a los mas grandes. Es, por tanto. un criterio muy drastico. La funcion
de Huber introduce ponderaciones que decrecen geométricamente a partir de a. Por
ultimo. hemos incluido la funcidn bicuadrada propuesta por Beaton y Tukey (1974)
(véase Mosteller y Tukey. 1977. para aplicaciones)

2
- x| < ¢ (3.2]

> W > e

0 )

2 lx| < ¢ Vo) = .x‘ll —(i)z

Las tres ultimas funciones se consideran robustas, ya que ponderan menos a las
observaciones mas alejadas. Otras funciones analogas han sido propuestas por Hampel
(1974) y Andrews (1972). (Véase Hogg. (1979) para una revision de estas funciones.)
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TABLA |
Distribucién v W) wi (u)
v )
1
Normal “
¢
,w [
Laplace u
____—T -1
[
w ”
—a P :' |
Huber T - u
[ a d ‘\
——— L H
—a +a
v
Beaton y -
Tukey N~ U
(1974) +c
—C +c

Para conseguir que la estimacion sea independiente de la escala de medida, las
ecuaciones [1.3] y [1.5] se modifican

Zw(y'_x‘ﬁ)5£=0 [3.3]

i=1

5 (_y_:_;_ﬁ)_ w, = 0 [3.4)
s

ei ei\~! . .
CcCOn pesos w; = (_s.) : (-s—) , donde s es un estimador robusto de la dispersion.
La obtencién de los estimadores se realiza iterando sucesivamente con [3.4] mediante
un programa de minimos cuadrados ponderados. Huber (1981) ha demostrado la con-
vergencia del método en condiciones generales, asi como la consistencia de los estima-

dores obtenidos (ver también Yohai y Maronna (1979).

El procedimiento expuesto es el mas utilizado y corresponde a la utilizaciéon de
M-estimadores, llamados asi por conducir a una estimacion maximo-verosimil modifi-
cada. Existen otras dos grandes familias de métodos robustos, los L-estimadores basa-
dos en estadisticos ordinales y los R-estimadores a partir de los rangos de las observa-
ciones, pero su aplicacion a problemas de regresiéon es mucho menor. El lector intere-
sado puede acudir a Hogg (1979).
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Los procedimientos robustos que hemos comentado estan sujetos a tres tipos de
criticas. La primera es el caracter heuristico de las funciones g o ¥ que conducen a una
cierta arbitrariedad en la formulacion. La segunda es que las propiedades muestrales de
los estimadores para muestras pequefias son desconocidas, con lo que se pierde la
flexibilidad de los contrastes en el modelo lineal. La tercera es que los métodos asi
formulados. aunque utiles para tratar observaciones atipicas del tipo de la figura 1b. no
resuelven el problema de los valores atipicos con residuos pegueios (figura la) que. en
la practica. son las mas perjudiciales en muchos casos.

Respecto a la primera critica. Chen y Box (1979 a) han mostrado que las funciones g
o V propuestas en la literatura para estos problemas son 6ptimas para un tipo concreto
esperado de contaminacion. Por ejemplo. la funcion g de Huber [3.1] es 6ptima para
una distribucién normal en el centro, pero con colas de Laplace, que puede aproxi-
marse bien por el modelo normal contaminado [2.1]. Puede. por tanto. argumentarse
que la metodologia a utilizar debe depender del tipo de estructura previsible o presente
en la muestra concreta. La tercera critica conduce a los M-estimadores generalizando
en los que los pesos w,; de [3.4] se hacen depender no sélo del residuo, sino también de
su capacidad de influencia, medida por su distancia al centro de la nube de puntos.
Aunque este enfoque resuelve parcialmente el problema. acrecienta el caracter ad hoc
del método y hace mas problematico la consideracion de las propiedades muestrales de
las estimaciones.

4. ROBUSTIFICACION DE LA METODOLOGIA

La razon principal de acudir a métodos robustos de estimacion es garantizar que los
resultados obtenidos no van a depender fundamentalmente de unas pocas observaciones
anOmalas. Asi, una de las ideas centrales en la teoria de la estimacion robusta clasica es
evaluar la sensibilidad de los estimadores. La curva de sensibilidad, CS. de un estima-
dor T. se define, para un tamano muestral fijo, n, por

CS,(x) = nlThai(xy, oov X x) — Talx,. ..., xp)]

y es una funcién de los valores de una observacion adicional x. Se calcula a partir de la
diferencia entre los valores que toma el estimador T en cuestion cuando se tiene 0 no
en cuenta el dato x. El limite de esta expresion cuandon — » es la curva de influencia
introducida por Hampel (1974) para comparar estimadores. Lambert (1981) ha utilizado
estas nociones para comparar test robustos.

Sin embargo. el hecho de que un estimador pueda ser muy sensible a una observa-
cion andémala no indica en absoluto que tenga un comportamiento poco eficiente ante
una muestra dada. Antes de abandonar un procedimiento de estimacion que puede ser
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optimo. parece razonable preguntarse si ante una muestra concreta es susceptible o no
de serlo.

Por tanto. dado un conjunto de observaciones susceptibles de modelarse mediante
un modelo lineal es pertinente preguntarse: 1) (Existen en esta muestra observaciones
que, «a priori», tienen una capacidad de influencia mucho mayor que las demas en la
construccion del modelo? 2) ;Como podriamos medir la influencia concreta que, «a
posterior», ha tenido un dato o conjunto de datos en la estimacion de los parametros?
3) Como construir un test para determinar si una observacion es atipica?

La primera pregunta puede responderse desde dos puntos de vista complementarios.
El primero es mediante la matriz «sombrero». cuyas propiedades han sido discutidas
por Huber (1975). Hoaglin y Welsh (1978). Cook (1977. 1979). Belsley. Kuh y Welsh
(1980) y Weisberg (1980). El segundo. mediante el cociente de dos determinantes. fue
introducido por Andrews y Pregibon (1978) y ha sido discutido por Draper y John
(1981). y Belsley y otros (1980).

l.a matriz «sombrero» es la matriz V. que proyecta el vector Y sobre el espacio
vectorial generado por las columnas de X

Y-y X [4.1]
Y-X XXX [4.2]
Por tanto (I — V) proyecta los vectores del espacio n-dimensional sobre la variedad

lineal ortogonal a la generada por X. La matriz V es simétrica e idempotente con ele-

mentos

o= (X X))
'(‘,' £ A(X X) fj [43'
donde x, y x; son los vectores de observacion de las variables x en los individuos i, J,
respectivamente. La importancia de esta matriz en el modelo lineral es que

) U=d-YY (4.4]

¢‘=(L—

<

de donde se deduce en particular que
Var (¢;) = o¥(1 — v) [4.51

donde v tiene una interpretacion inmediata. Si las x estan expresadas en desviaciones a
su media

vi = @ - 0'XX e - x [4.6]
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siendo ahora (X' X)n ! la matriz de varianzas y covarianzas entre las observaciones x.
Por tanto. v, representa la distancia de Mahalanobis de una observacion x, respecto
al centro de la nube de puntos ¥. Como los v, son términos de una matriz proyeccion,
0< v; < 1,y como la traza de una matriz idempotente es igual a su rango. v, = k.
siendo k el rango de X. Por tanto. el valor medio de los términos v, sera k/n.

Si uno de los puntos x; esta muy alejado del centro de la nube. X. su v sera grande
y la varianza del residuo correspondiente a ese punto sera muy pequefa. segun [4.5].
En el limite. si v, = 1. la varianza del residuo sera cero. lo que indica que la posicion
de ese punto respecto al centro de los datos fuerza a la ecuacion de regresion a pasar
por €él. sea cual sea el valor observado de y. Por tanto. aquellos puntos muestrales que
tengan 1, altos son. potencialmente. influyentes. Es posible calcular la distribucion
muestral de ciertas funciones de los v, (Belsley y otros. 1980). lo que conduce a consi-
derar una observacion potencialmente influyente si v, > 2A/n.

Otra interesante interpretacion de los v, es debida a Huber (1981). Segun [4.1]

n

Var (v,) = Z vZvar () = o’

Jj=1

n
dado que al ser indempotente V. v, = Z \3 Por tanto. si recordamos que la
j=1
media muestral de & observaciones. cada una de ellas con varianza o’ e independientes.
es o¥/h, es claro que rj,-'puede interpretarse como el nimero equivalente de observacio-
nes utilizadas para calcular la estimacion y;. Si v; = I, la estimacion y, esta, pues.
calculada con una observacion, por lo que légicamente su residuo es cero (comparese

con [4.5]).

El segundo enfoque para determinar observaciones intfluyentes. Andrews y Pregibon
(1978). utiliza el cambio de «volumen» que experimenta la nube de puntos al eliminar
un conjunto de observaciones. Si tomamos | X'X|. (determinante de X'X) como medida

del volumen inicial y |X';, X,/ el resultante de eliminar la observacion /. el cociente

— ‘é’ﬁ) é(l‘)‘ [4-”

| XX|
recuerda el estadistico A de Wilks y puede usarse como una medida de la influencia del
punto i. Una ventaja de este procedimiento es que se extiende obviamente a la influen-
cia simultanea de calcular conjunto de puntos i, j, k... Para un unico punto, puede
demostrarse (Draper y John, 1981) que A = 1 — v;. con lo que ambos enfoques son
coincidentes.
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El segundo aspecto es determinar, para una muestra concreta, la influencia de cada
observacion sobre el modelo obtenido. Para ello existen varios enfoques basados en la
funcién de influencia empirica (Cook y Weisberg, 1980)

IEx=fa-B [4.8]

donde ﬁA es el estimador obtenido eliminando las observaciones A y f el correspon-
diente a la muestra completa. Una forma simple de obtener una medida escalar de la
influencia de A es midiendo la distancia, en una métrica con sentido estadistico como la
de Mahalonobis. entre ﬁA y B. Esta medida fue introducida por Cook (1977)

1 A (X'X) ~
A e (4]
s
]
donde s?= — XY'(J - Y)Y es la varianza residual de la regresion y (é’X)"s’
n — k =

la estimacidn de la matriz de varianzas, convarianzas de . Welsh y Kuh (1977) y
Belsley y otros (1980) definen medidas de distancia similares, pero tomando como
matriz definidora de la métrica (&)s’w. donde 5?4, corresponde a la regresion sin las
observaciones A.

Utilizando el subindice (i) para indicar que la caracteristica afectada ha sido calcu-
lada sin la observacion i, la distancia de Cook se obtiene facilmente de

Di = (E(i) - ﬁ)(w(ﬁm - Q) — _l_ _e_lz_ Vii [4.10]
ks? kst (- vp)?

donde e, = y, — x’; E Es interesante que D; puede también escribirse

(im - i)’(Y(,‘, - Y)
ks?

D

i [4.11)
que indica que D, mide la distancia euclidea (hecha adimensional por ks?) en que se
traslada el vector de prediccion Y al eliminar la observacion i de la regresion.

De una manera analoga puede estudiarse el efecto de cada observacion sobre los
coeficientes individuales B;.

La construcciéon de tests para determinar observaciones atipicas en modelos de
regresion ha sido objeto de numerosos enfoques. (Véase Barnett y Lewis, 1978, para una
panoramica del tema.) Planteado como un contraste de la razon de verosimilitudes, el
test resultante es funcion monétona de los residuos estudentizados, definidos por

€;

r,= [4.12]
s :; 1 = v,
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donde cada residuo minimocuadrico ha sido dividido en su varianza (véase {4.5]). Un
inconveniente de esta construccién es que la distribucion de r; en la hipétesis de
normalidad de « no es la r de Student, ya que el numerador y el denominador no son
independientes. Sin embargo. el estadistico

€

"_ = [4.]3]
s(i); 1= v,

tiene, en la hipétesis de normalidad, una distribucién ¢ de Student con n — k — 1
grados de libertad. Computacionalmente, es conveniente expresarlo (Weisberg, 1980)

n—k—1
- [4.14)

donde r, esta definida por [4.12].

Un problema clasico para realizar el contraste mediante [4.14] es determinar el nivel

de significaciéon adecuado, ya que la distribucion relevante para obtenerlo es la del
maximo valor de un estadisticor conn — k — 1, en una muestra de tamafio n. Esta

distribucién exacta se desconoce, pero se han tabulado valores criticos aproximados
utilizando la desigualdad de Bonferroni. (Véase Miller, 1977; Cook y Prescott, 1981.)

En resumen, los estadisticos v;, D; y t; constituyen la base de la robustificaciéon
metodoldgica del modelo lineal. Los términos v; dependen tinicamente de las variables
predeterminadas y miden la influencia potencial de cada observacién por su posicion
dentro del espacio de las variables. Tendremos un diseio robusto si todos los puntos
tienen coeficientes v; analogos. Esta misma idea ha sido expresada de formas distintas
aunque con el mismo sentido final por Anscombe y Tukey (1963), Huber (1973), Box y
Draper (1975) y Belsley y otros (1980).

El estadistico Di de Cook recoge la influencia prdctica de cada observacién sobre los
parametros estimados o el vector de predicciéon f y mide, en consecuencia, la sensibi-
lidad de la estimacion a la muestra concreta utilizada. El interés de D, es que puede
indicar la poca relevancia practica de preocuparse por observaciones muestrales que,
aunque quiza anémalas, no influyen en el modelo. Un alto valor de D; resalta la
importancia de investigar en profundidad aquellos datos atipicos, segin el estadistico ¢
que tengan una apreciable influencia en los resultados del modelo.

Una de las ventajas del estudio de la influencia empirica de las observaciones que
hemos descrito en los parrafos precedentes, es que puede desvelar no linealidades que
de otro modo quedarian ocultas. La anomalia A de la figura 1a sobresaldra en el analisis
por un alto coeficiente v;, asociado a un residuo muy pequefio. Una vez aceptado este
punto, caben dos interpretaciones: 1) se trata de un error de datos y lo 6ptimo es
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desecharlo y repetir el ajuste sin ese punto; 2) el punto A no es erréneo y lo que revela
es una relacion no lineal sobre un rango mas amplio de variables. Esta posibilidad debe
tenerse muy en cuenta ante observaciones con v; y D; altos.

5. UN MODELO DE LOS DETERMINANTES DEL ALQUILER
5.1. EL PROBLEMA Y LOS DATOS

En nuestro pais. el Estado interviene en el sector de la vivienda en arrendamiento a
través de dos politicas distintas. En primer lugar, varios organismos publicos promue-
ven —directa o indirectamente— la construccion de viviendas que denominaremos de
proteccion oficial, cuyos alquileres vienen regulados con mayor o menor eficacia de
acuerdo con complejos procedimientos que no es necesario revisar aqui. El objetivo
central de esta forma de intervencion es proporcionar viviendas a un alquiler inferior al
que se daria en el mercado libre. En segundo lugar, desde 1920 a 1956 el Estado
intervino en el sector privado de las viviendas en alquiler, estableciendo la prorroga
forzosa de los contratos y congelando el precio del arrendamiento. La Ley de Bases de
1955 inicia la liberalizacion de los alquileres. que se completa en la Ley de Arrenda-
mientos Urbanos de 1964. Asi pues. de resultas de la intervencion del Estado. es util
distinguir entre tres tipos de viviendas en arrendamiento: las viviendas de proteccion
oficial y las viviendas ocupadas antes o después de la promulgacion de la LAUR
de 1964.

El problema que vamos a estudiar a continuacin es como construir un modelo que
permita explicar el alquiler de mercado de las viviendas post-64 en términos de sus
caracteristicas fisicas. Esta tarea se enmarca dentro de un estudio, para analizar tanto el
alcance de las ventajas economicas como las consecuencias distributivas de las politicas
de proteccion oficial y de control de alquileres. Los beneficios que perciben los ocupan-
tes de los dos tipos de viviendas, al amparo de la legislacion vigente, se estiman
mediante la diferencia entre el alquiler de mercado que les corresponderia en el ano de
la muestra y el alquiler efectivamente pagado en esa fecha.

Para una discusion de los fundamentos microeconoémicos del intento de explicar las
diferencias observadas en el alquiler de las viviendas liberalizadas en términos de las
cantidades que entrafan de determinadas caracteristicas, puede consultarse el trabajo
de Ruiz-Castillo (1982a). que incluye también una justificacion de la nocidn de beneficio
mencionada. El lector interesado en los resultados empiricos del calculo de los benefi-
cios y el analisis de su distribucion desde el punto de vista de la equidad. puede
consultar los trabajos de Pena y Ruiz-Castillo (1982a, 1982b).
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TABLA 2

CARACTERISTICAS ESTRUCTURALES

*)

Variables que no resultaron significativas inicialmente (véase el texto).

Viviendas post-64
Denominacién ipci iach
0! Descripcion Media Detsi;,iz;.én
VARIABLES CUANTITATIVAS
1. EDAD Edad del edificio en anos desde su construccion 21.9 23,0
2. OCup Afios que lleva ocupada la vivienda .............. 36 23
3. M2 Superficie habitable en m? ....................... 68.0 42.8
4. NHAB (*) | Numero de habitaciones ......................... 3.6 1.2
5. NPL Nuamero de plantas del edificio ................... 5.1 2.8
6. ECON Estado de conservacion del edificio............... 4,6 17,5
VARIABLES CUALITATIVAS
Tipo de edificio Porcentaje
en 7%
7. MAGL Vivienda «marginal» ................ ... ... .. ... 3
8. CHHI Chalet o hilera unifamiliar........................ 4
9. BLOQ Bloque de pisOS . ... ...ttt 38
— Medianeria ......... ... ... . 55
Modalidad de promocion
10. PPRI (*) | Sociedad promotora privada ...................... 27
— Cooperativa de usuarios. comunidad de propie-
tarios, particular(es). autoconstruccion,
OUFOS &ttt ettt e e e e 45
11. NS (%) No sabe ... ... . 28
Servicios higiénicos
12. POCOS Sin servicios higiénicos, con solo WC, sélo lavabo,
s6lo WC y lavabo, o sélo ducha o baio y WC .. 19
— Con cuarto de aseo (lavabo, ducha y WC) o con un
cuarto de bafio completo . ...................... 70
13. DOMAS Con dos. tres, cuatro o mas piezas de aseo o bafio 11
14. TELF Con teléfono ........... ., 36
15. CALC Con calefaccién central .......................... 20
16. GAR CON BAraBe . . ..ottt ttie it et et e an 7
17. PORT (*) | Con porteria ............couuuiuiainenenenenennnnn 34
18. MUEB Con muebles ........ ... ... .. .. i 15
19. ESTR (*) | Vivienda a estrenar en el momento de su ocupaciéon 18
20. GCOM (*) | Con gastos comunes incluidos en otro concepto .. .. 19
21. GCAL (*) | Con el recibo de la calefaccion incluido en otro con-
CePLO .. ittt e e 38
22. GAGC (*) | Con los pagos por agua caliente incluidos en otro con-
CEPLO .ot e e 47
23. EDSI9 Vivienda construida en el siglo XIX ............. 7
24. ED4164 | Vivienda construida entre 1941 y 1964 ....... 21
25. ED6S574 | Vivienda construida entre 1965 y 1974 ... .... 53
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TABLA 3

VARIABLES CUANTITATIVAS REPRESENTATIVAS DE LOS ATRIBUTOS DE LAS
ZONAS DE ANALISIS

Viviendas post-64
Denominacidon Descripcion Media Desviacion
g tipica
1. ACC Indice de accesibilidad en minutos de tiempo de
WANSPOTTE .« . oottt et et e e 41.2 17.6
2. DENPO Densidad de poblaciébn en habitantes por km? .. ... 19.950 20.683
3. RENT(®™) Renta familiar media en pesetas mensuvales ........ 18.826 4.734
4. ALTA Indice del nivel socioecondmico .................. 0.06 0.88
S. ANTIG Indice de la antigiedad media de los edificios ..... 0.13 1.14
6. MARCH(*) | Indice de marginalidad y chabolismo .............. -0.07 0.78
7. ESCOL™) Puestos de preescolar y EGB por 1.000 habitantes .| 7.351 4.345

(*) Variables que no resultaron significativas inicialmente (véase el texto).

Los datos disponibles provienen de la encuesta que la empresa CETA realizé para
COPLACO en 1974 sobre las necesidades de vivienda en el Area Metropolitana de
Madrid. Esos datos tfueron completados con cierta informacion que facilitd6 COPLACO.
La tabla 2 describe las variables estructurales que fue posible medir, mientras que la
tabla 3 recoge las variables representativas de las caracteristicas relacionadas con la
localizacion de las viviendas dentro del Area Metropolitana de Madrid. Los detalles de
la construccion de determinadas variables se resumen en el apéndice. Contamos con
460 observaciones de viviendas arrendadas con posterioridad a 1964, libres. por tanto.
del control de alquileres.

5.2. LA SELECCION DE LA FORMA FUNCIONAL.

Para decidir la forma funcional adecuada se siguid un proceso iterativo que comenzo
con un andlisis exploratorio de los datos para obtener una primera representacion
razonable e identificar posibles observaciones andmalas. A continuacién se estimé por
maxima verosimilitud la mejor transformacion de la variable dependiente y se realizaron
diversas pruebas para encontrar la métrica adecuada para las variables dependientes.

En el analisis exploratorio inicial se utilizaron tres tipos de herramientas. La primera
fueron graficas bivariantes de la variable respuesta respecto a cada una de las variables
explicativas. La segunda fue la distribucion empirica de cada variable. La tercera, el
analisis de los residuos de regresiones preliminares que incluian diversos conjuntos de
variables explicativas. Se estudio la distribucion de los residuos y los graficos de éstos
respecto a cada una de las variables explicativas y el alquiler estimado. Los resultados
de este analisis inicial fueron:

a) La variable alquiler requiere transformacion, probablemente mediante el loga-
ritmo. Esta conclusion es clara y se basa en que los graficos ¢i = f(y) para la variable y
sin transformar mostraban curvatura y heterocedasticidad. Ademas la distribucion del
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alquiler —asi como la de los residuos e¢: de las regresiones— tiene fuerte asimetria
positiva. Finalmente. el logaritmo tiene una clara interpretacion econdmica en este
caso, indicando que el efecto de cada factor depende del nivel que alcancen los demas.

b) Las variables OCUP. M2. ECON. ACC6 y DENPO se expresaron en logarit-
mos. Esta decision se tomo para obtener linealidad en la respuesta una vez expresado el
alquiler en logaritmos. Como la decision no fue clara respecto a OCUP y NPL, se opto
por mantenerla provisionalmente a expensas de una revision posterior.

¢) Las variables senaladas con un arterisco se desecharon en una primera etapa por
no aportar informacioén adicional.

d) La edad del edificio mostré una influencia compleja y marcadamente no lineal.
probablemente porque esta variable recoge efectos muy distintos y es «proxy» de otras
variables. Ademas. como se indica en el apéndice. su construccion no estuvo exenta de
dificultades. Para identificar posibles efectos no lineales, se discretizé su recorrido
mediante variables cualitativas, con el resultado de que las viviendas construidas en el
siglo X1X y las muy modernas (posteriores a 1965) mostraron alquileres significativa-
mente mas altos, mientras que las viviendas del periodo 1900-1940 resultaron ser las
mas baratas. En una primera aproximacion intentamos una representacién simple de
este efecto mediante un polinomio de segundo grado. Para prevenir la previsible multi-
colinealidad, se definieron las variables

EDM = EDAD - E, EDM2 = (EDAD - E)?
donde E es la media de la edad de las viviendas post-64.

Con estas decisiones, el modelo estimado resultante se presenta en la primera
columna de la tabla 5. La distribucion de los resid10s es asimétrica con coeficiente de
asimetria —1,95 y 7.5 de kurtosis. El test de Kolmogorov Smirnov condujo a rechazar
la hipotesis de normalidad de los residuos con ¥ =0.01. La distribucion parece la de
una normal contaminada por un pequeno nimero de valores negativos ya que, tomando
la mediana como centro (que es 0,07). la distribucion es simétrica y razonablemente
normal en el rango 0,07 * 1.5 G. siendo G la desviacion tipica de los residuos.

El analisis interno de robustez del modelo mostro 19 observaciones destacables que
se incluyen en la tabla siguiente.

TABLA 4
VALORES ATIPICOS
Obs. n.° ! 2 3 4 b 6 7 8 9 10
Vii 0.03 0.04 0,06 0.03 0.04 0,05 0,06 0.03 0,05 0,05
D, 0.06 0.05 0,08 0.02 0,03 0.03 0.04 0.02 0.03 0.02

t -6.6 -5.3 -5.4 -4,1 -3.7 -3.7 -3.7 -3.6 -33 -3.0
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TABLA 4 (continuacion)

Obs. n.© 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Vi 0.04 0.11 0.03 0.03 0.03 0.04 0.12 0.15 0.15
Di 0.02 0.04 0.01 0.01 0.00 0.01 0.04 0.00 0.00
t, -30 | -2.8 -2.8 -2.5 2.4 -24 2.4 -0.7 0.7

De ellas. nueve tienen estadisticos 1 mayores que 3.3 y otras ocho tienen valores
entre 3y 2,4. La tabla recoge también las observaciones potencialmente mas influyentes
por tener mayor v; [ 18 y 19]. aunque esta influencia no se da de hecho en la muestra.
Se revisaron cuidadosamente las 17 primeras observaciones con el resultado de que las
nueve mayores parecian ser errores en la perforacion de los datos (omisiéon de un cero
en el alquiler). Sobre las siguientes ocho, existian dudas en algunas por lo que se
decidié conservarlas y estimar una nueva regresion con 451 datos, cuyos resultados se
presentan en la segunda columna de la tabla S. Como puede verse, la eliminacién de
estas nueve observaciones mejora los resultados sin alterarlos sustancialmente. Los
coeficientes de las variables no sufren practicamente variacion, con las excepciones
siguientes:

— Los coeficientes de MAGL. BLOQ y LDENPO se hacen practicamente cero. lo
que sugiere fuertemente su eliminacion del modelo.

— Aumenta el coeficiente de TELF, que pasa de no ser significativa a serlo. y el del
indice de accesibilidad LACC, que deja la zona de dudas para convertirse en una

variable significativa.

A la vista de esta informacion, estimamos un nuevo modelo sin las variables MAGL.
BLOQ y LDENPO, con los resultados siguientes: los coeficientes de todas las variables
incluidas son practicamente idénticos a los anteriores, y la varianza residual disminuye
ligeramente debido a que la suma de cuadrados es casi idéntica, pero tiene ahora mas
grados de libertad. Por otra parte, introducimos las variables que habiamos desechado
anteriormente para el modelo de 460 observaciones. con el resultado de que GCOM,
aunque no significativa (tiene un 1 = 1,22), parece prometedora. por lo que se incorporé
provisionalmente al modelo. La columna (3) de la tabla 5 resume este modelo final con
541 observaciones.

A continuacion, sometimos los residuos de este modelo a un analisis detallado
encaminado a investigar la presencia de nuevos valores anémalos. La repeticion del
analisis de robustez que hicimos para la regresion inicial, condujo a confirmar el
caracter atipico de las ocho observaciones que sefialamos anteriormente. Reestimamos
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el modelo eliminando estas ocho observaciones con los resultados que se presentan en
la columna (4) de la tabla 5. Se observara que:

— las variables DOMAS. CALC y GCOM, que no eran formalmente significativas
con x = 0.05. pasan a serlo, sin lugar a dudas:
— el resto de los coeficientes no se modifican sustancialmente:
TABLA S

RESULTADOS DEL ANALISIS DE REGRESION CON LA DESVIACION TIPICA DE LOS
COEFICIENTES ENTRE PARENTESIS

Otras
Variables ) ) [&)] 4 (5 variables
alternativas
CONSTANTE 5.77 7.14 7.57 7.81 8,13
0.77) (0.60) (0.35) 0.31) (0,33)
EDM -0,012 -0,010 -0.012 —0.008 -0.,09 LEDAD
(0,002) (0.002) (0.002) (0.002) (0.03)
EDM?2 0.00022 0.0002 0.0002 0.0001 0.12 EDSI19
(0,00005) (0,00004) (0.00004) (0.0003) (0,08)
LOCUP -0,25 -0,25 0,35 -0.24 -0.08 OCUP
(0,04) (0.03) (0.04) (0.02) (0,007)
LM2 0.46 0.42 0.42
(0,07) (0.05) (0,05) (0,05) (0.05)
LNPL 0,26 0,20 0,20 0.18 0.19
(0.06) (0,05) (0,04) (0.04) (0,04)
LECON -0,06 —-0.06 -0.06 -0.07 -0.08
(0.03) g) 02 (0,02) (0.02) (0.02)
MAGL 0,11 - 8 — —_ —
0.15) 0.11) — — _
CHHI 0.66 0.53 0.54 0.48 0.49
(0,15) 0,12) .11 (0,10) (0,10)
BLOQ -0.08 0,02 — — —
(0,06) (0.05) — - —
POCOS -0,19 -0.23 -0,23 -0.23 -0,25
(0.08) (0.07) 0.07) (0,06) (0,06)
DOMAS 0,06 0.07 0.08 0,18 0.19
(0.09) 0.07) (0,07) (0,06) (0.06)
TELF 0.05 0.14 0.14 0.14 0,15
(0,06) (0,05) (0.05) (0.04) (0,04)
CALC 0.11 0,09 0.09 0.11 0,13
(0,07) (0.06) (0,06) (0.05) (0,05)
GAR 0.28 0.29 0.30 0,26 0.25
(0.10) (0,08) (0.08) (0.07) (0,07)
MUEB 0,33 29 0,29 0.24 0,26
(0.07) (0.05) (0.05) (0.05) (0.05)
GCOM — — (0.06) 0.11 0.12
—_ —_— (0.05) (0.05) (0.04)
LACC -0.15 -0.53 -0,38 -0.41 0.41
(0,13) (0,10) (0.08) (0,07) (0.07)
LDENPO 0.04 0,0009 — — —
0.02) (0.017) — — —_
ALTA 0.16 0.10 0,10 0.09 0,08
(0.04) (0,03) (0.03) (0.03) (0.03)
ANTIG -0.06 0,05 0,07 -0.06 -0.0
(0.03) (0,02) (0.03) (0.02) (0.02)
R? 0.71 0,79 0.79 0.82 0.82
Error
estandar 0.48 0.37 0.37 0.33 0.32
Numero de
observaciones 460 451 451 443 4.443
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— se acepta con x = 0.10 la hipotesis de normalidad de los residuos mediante un
contraste de Kolmogorov Smirnov y mediante contrastes de su asimetria y kurtosis.

En resumen. comparando este modelo con el inicial. vemos que al eliminar las 17
observaciones que hemos considerado como errores (4 por 100 del total), la varianza de
los residuos ha disminuido en un 5SS por 100, la proporcion de la variabilidad explicada
ha aumentado en un 17 por 100 y podemos admitir razonablemente la hipétesis de
normalidad en los residuos. Los coeficientes de la mayoria de las variables se han
modificado muy ligeramente y, en los casos en que no es asi, los cambios hacen el
modelo mas compatible con la informacidn a priori: la distancia al centro medida*por
LACC. y el hecho de que la vivienda tenga dos o mas cuartos de bano., teléfono,
calefaccion central y los gastos comunes incluidos en otro concepto, aparecen como
variables significaiivas en el modelo presumiblemente limpio de valores atipicos.

Para contrastar esta especificacion hemos estimado por maxima-verosimilitud el
parametro ~ de la transformacion Box-Cox de la variable alquiler (véase Weisberg
(1980)). Esta estimacion se ha hecho para los modelos con 460, 451 y 443 datos. Los
resultados se presentan en la tabla 6.

TABLA 6
FUNCION DE VEROSIMILITUD CON LAS VARIABLES EXPLICATIVAS CONTINUAS EN
LOGARITMOS
., Mol le2 -0.1 0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
460 + 4866 —4816 —4775 —-474S5 - 4727 —4721 —-4729 —4750
451 —4635 —-4605 — 4585 —-4574 --4574 —4584 — 4605 —4637
433 —4493 | -4469 | —4454 | —4447 | —4450 | -4464 | —4489 | —4524

De este analisis obtenemos las conclusiones siguientes:

1. Al eliminar valores atipicos, el maximo de la funcidon de verosimilitud para A se
aproxima gradualmente a cero. El maximo es 0.3 con todos los datos. 0.2 con 451 y 0,1
con 443. En este altimo caso un intervalo de confianza del 95 por 100 no incluye el cero
(transformacion logaritmica) como valor posible. Esto puede sugerir que todavia existen
valores atipicos en el modelo. A pesar de esto. aceptaremos el logaritmo como trans-
formacion adecuada. ya que es razonable desde un punto de vista tedrico y no se
contradice radicalmente por la evidencia empirica.

2. Hemos comprobado que la estimacion A es practicamente insensible a distintas
especificaciones de las variables explicativas
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Respecto a las variables explicativas, ya hemos comentado que desde los primeros
modelos exploratorios existian dudas sobre si expresar las vaniables OCUP y NPL con
0 sin logaritmos. Para decidir respecto a esta cuestion. hemos realizado un experimento
factorial 2 x 2, probando las combinaciones posibles con y sin logaritmos de estas va-
riables. La tabla siguiente muestra las sumas cuadraticas de los residuos para cada
combinacion de «factores»:

OoCuP LOCUP
NPL 45.34 46.25
LNPL 44.22 45.14

Resulta indudable que el namero de plantas debe ir en logaritmos. mientras que el ano
de ocupaciéon produce mejores resultados si no la transformamos. La conclusion es
razonable. ya que indica que es el tiempo de ocupacion directamente quien influye
proporcionalmente sobre el alquiler.

La otra variable cuya especificacion no era satisfactoria era la edad del edificio. Se
intentaron distintas especificaciones no lineales de acuerdo con el procedimiento suge-
rido por Box y Tidwell (1962); desgraciadamente. el algoritmo de calculo correspon-
diente no resultd convergente. Finalmente., optamos por seguir el criterio siguiente: 1)
entre las transformaciones plausibles. elegir aquella que generase la menor suma cua-
dratica de errores; 2) estudiar a continuacion la posibilidad de completar esa especifica-
cién con una o varias de las variables cualitativas EDS19, ED4164 6 ED6574. Este
camino condujo a elegir la transformacion logaritmica corregida por la variable EDS19.
Como el coeficiente de LEDAD resulté negativo y el de EDSI19 positivo, esta formula-
cién es consistente con la informacion que teniamos sobre el perfil de la relacion:
ceteris paribus, cuanto mayor es la edad del edificio menor es el alquiler de la vivienda,
excepto para las edificaciones del siglo x1x, cuya solidez (u otras caracteristicas inob-
servadas) exigen una correccion de alza.

Para prevenir posibles interaciones entre la especificacion de la variable EDAD vy las
variables OCUP y NPL. repetimos el disefo factorial 2 x 2 en presencia de LEDAD vy
EDS19, confirmando los resultados anteriores.

5.3. LA SELECCION DEL MODELO FINAL

El objetivo final del modelo es prever los alquileres de mercado de las viviendas que
lo tienen controlado. Por tanto. un criterio relevante para seleccionar el niamero de
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regresores a incluir es el error cuadratico medio de predicciéon. Una estimacion de este
error. que sirve para comparar distintos modelos. es el estadistico C, de Mallows.
calculado por:
C = SCR, P
14 82

donde SCR,, es la suma cuadratica de los residuos del modelo con p, regresores, 62 es
una estimacion insesgada de la varianza de los residuos en el modelo con el maximo
nimero de variables y n es el nimero de datos. Si se dispone de K variables explicati-
vas posibles. el estadistico C, permite seleccionar qué conjunto p de variables maximiza
la capacidad predictiva del modelo (minimiza el error cuadratico medio).

Hemos utilizado este procedimiento para seleccionar el conjunto de variables con
mayor capacidad predictiva. También hemos contrastado si. con este criterio es ade-
cuado anadir variables booleanas para representar las zonas geograficas, junto con las
variables continuas referidas a la localizacion de las viviendas. El resultado fue nega-
tivo. Finalmente. se ha contrastado qué lista de variables geograficas es preferible, las
continuas o las cualitativas. resolviéndose la cuestion en favor de las primeras. El mejor
modelo obtenido se presenta en la ultima columna de la tabla S y tiene un C,de 12,6
con 17 variables explicativas.

Una vez seleccionado el modelo. hemos realizado el estudio interno de cada una de
las observaciones buscando la presencia de valores anomalos. coeficientes muy depen-
dientes de algin dato y otras fuentes de error de especificacion. Los resultados de este
estudio de la metodologia que comentamos en las secciones anteriores, pueden resu-
mirse como sigue:

a) El maximo valor del estadistico ¢ para lcs residuos studentizados es 3.5. Hay
también dos observaciones con este estadistico igual a 3,1. El resto no presenta
problemas. Estas tres observaciones estan situadas. sin embargo. cerca del centro de
gravedad de los valores de las variables explicativas. por lo que el estadistico D, de
Cook. que mide el efecto de cada observacion sobre los parametros estimados, es bajo.
En todo caso. no existe ninguna observacion con D; alto. Asi pues. concluimos que el
modelo obtenido es robusto ante anomalias.

b) En los grificos de residuos no aparece ninguna evidencia de que existan errores
en la especificacion de las variables. Su distribucion es normal de acuerdo con un
contraste Kolmogorov Smirnov con a2 = 0.0S.

¢) La situacion de estimacion es adecuada sin que existan problemas de multicoli-
nealidad, ya que el indice de condicionamiento de la matriz X'X es solo 8.8 (véase
Belsley. Kuh y Welsh, 1981).
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S5.4. INTERPRETACION ECONOMICA

Terminado el analisis estadistico del modelo final. solo resta referirse a la interpreta-
cién economica de los resultados de su estimacion.

En primer lugar, el analisis realizado permite concluir que el 82 por 100 de las
diferencias entre los alquileres de las viviendas post-64 del Area Metropolitana de
Madrid puede explicarse por las 17 caracteristicas que resultaron empiricamente rele-
vantes. Como se indica en el apéndice. mientras que la informacion sobre caracteristi-
cas estructurales era bastante completa. la informacion sobre las caracteristicas relacio-
nadas con la localizacion geografica de las viviendas era muy deficiente. Asi, no es de
extranar que estas ultimas —el indice de accesibilidad ACC. el indice socioeconomico
ALTA vy el indice de antigliedad de las edificaciones ANTIG— soélo expliquen el 4 por
100 de la variabilidad observada en los alquileres, frente al 78 por 100 explicado por las
14 caracteristicas estructurales. (De ese 4 por 100. el 75 por 100 es atribuible a la
variable ACC). De haber contado con datos sobre el nivel de los bienes publicos
locales. la contaminacion de distintos tipos o la distribucion de usos del suelo no
residenciales. es de esperar que la importancia relativa de las variables geograficas
hubiera sido mayor.

En segundo lugar. hay que destacar que todas las variables aparecen con el signo
esperado. En cuando a la interpretacion de los coeficientes. cabe apuntar los comenta-
rios siguientes:

a) Los coeficientes de las variables explicativas que figuran en logaritmos
—EDAD. M2. ECON y ACC— miden directamente la elasticidad. Asi. por ejemplo. un
aumento del 10 por 100 de la superficie habitable en m? conduce a un aumento de casi
el 4 por 100 del alquiler —lo que indica que existen rendimientos a escala decreciente
respecto a esta variable. La elasticidad de —0.4 del indice de accesibilidad puede que
sea algo baja: dos viviendas idénticas en cuanto a sus caracteristicas estructurales y a
las caracteristicas de los barrios en que estén situadas, pero que difieran en un 50 por
100 del tiempo de transporte a los puntos céntricos de empleo. tendran una diferencia
en el alquiler de un 20 por 100. La elasticidad de 0.19 del nimero de plantas no tiene
una interpretacion inmediata; tal vez los edificios mas altos sean en promedio mas
deseables por poseer alguna caracteristica adicional que no quedo recogida en nuestra
encuesta. Finalmente. la elasticidad de —0.,08 del estado de conservacion de las vivien-
das parece razonable.

b) Los coeficientes de las variables continuas que aparecen sin transformar
—OCUP. ALTA y ANTIG— representan el porcentaje en que subiria el alquiler ante
un incremento unitario de la caracteristica correspondiente. El 8 por 100 de la variable
afos de ocupacion es interpretable como el indice de inflacion anual de los alquileres
en el periodo 1965-1974. El premio que el mercado establece por situarse en zonas mas
modernas o de mejores condiciones socioeconémicas es del 7 y del 9 por 100, respecti-
vamente.
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¢)  Otra manera de facilitar la interpretacion econdmica de los resultados del anali-
sis de regresion es por medio de los precios implicitos de las caracteristicas. Dada una
relacion tuncional entre el alquiler y el comjunto de las variables explicativas, el precio
implicito de una variable continua no es mas que la derivada parcial de esa funcion
respecto de la variable en cuestion. En nuestro caso. como el alquiler aparece en
logaritmos. los precios implicitos no son constantes para todas las viviendas. Para una
variable explicativa que aparezca también en logaritmos, como los m?, la funcién del
precio implicito toma la forma

M2 M2

i

¢ALQ 039ALQ, . _ .
= =L

Cuando la variable esta sin transformar, como en el caso del indice ALTA

CALQ .
—— — = 0.09 ALQ,.i = 1. ..., 443.

CALTA

En la parte superior de la tabla 7 se presentan los precios implicitos de todas las
variables continuas evaluados en la media.

d) De acuerdo con Halvorsen y Palmsquit (1980), cuando las variables dependientes
aparecen en logaritmos. la expresion (¢f — 1) 100. donde B; es el coeficiente de una
variable explicativa de tipo cualitativo, se interpreta como el efecto porcentual en
porcentaje de la presencia del atributo de que se trate. En la parte inferior de la tabla 7
se presentan estos efectos para el total de las viviendas post-64.

En suma: a) la bondad del ajuste es muy satisfactoria si se tiene en cuenta que se
trata de datos de corte transversal: y b) la explicacion econdmica de las diferencias en
el alquiler en términos de las 17 variables explicativas del modelo final resulta., en
conjunto. razonable.

TABLA 7

EDAD| OCUP| M2 | NPL [ ECON [ ACC6 | ALTA | ANTIG

Precios implicitos de las variables

continuas en ptaymes -19 | =356 | 26 [ 168 | —78 | —a5 | 394 | -326

EDS19 | CHHI | POCOS | DOMAS | TELF | CALC | GAR | MUEB |GCOM

Efecto porcentual so-
~ P H a7,

bre el alquiler en % del 15 5 | 659 | _218 | 205 | 16.0 | 140 [ 283 ] 29.0 | 13.3

la presencia de los

atributos cualitativos
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6. CONCLUSIONES

Para prevenir la gran sensibilidad de minimos cuadrados ante observaciones atipicas.
se recomienda realizar un estudio interno de robustez del modelo que ponga de mani-
fiesto. tanto las observaciones potencialmente influyentes como las que. de hecho.
ejercen una influencia clara en la estimacion. La utilizacion de los términos diagonales
de la matriz de proyecciéon V es un buen indicador del primer aspecto. mientras que el
estadistico D; de Cook es una adecuada medida de lo segundo.

La utilizacidon de estos conceptos es importante porque. como mostramos con un
ejemplo concreto, las decisiones sobre la forma funcional del modelo y sobre las
variables a incluir en el mismo pueden estar afectados por unas pocas anomalias. El
estudio interno de la muestra, permite. ademas. decidir si la falta de normalidad en los
residuos puede ser debida a una contaminacion de la distribucion normal. o se debe a
una falta de normalidad general de la distribucion.

Por ultimo. la depuracion de anomalias en nuestro ejemplo concreto conduce a un
modelo con mayor sentido economico y capacidad predictiva.

APENDICE SOBRE LAS VARIABLES UTILIZADAS

Durante los @ltimos diez afios. en otros paises se ha acumulado una gran experiencia
en cuanto a los determinantes del valor de mercado de las viviendas (véase. por
ejemplo, la revision de la literatura en Ruiz-Castillo. 1982 b). En general, las caracteris-
ticas empiricas relevantes se dividen en dos grupos. En primer lugar existe toda una
serie de caracteristicas estructurales de la vivienda o del edificio a la que ésta perte-
nece, como la superficie atil habitable. las instalaciones de distinto tipo, el afo y
materiales de construccion, el nimero de plantas, etc. En segundo lugar, cuando se
cuenta con datos para ello. se incluye un conjunto de caracteristicas relacionadas con la
localizacion espacial de la vivienda. A continuacién expondremos la informacion de que
hemos dispuesto sobre los atributos de ambos tipos.

Para las caracteristicas estructurales se ha utilizado la informacion suministrada por
la empresa CETA. Esta encuesta no estaba depurada. Por consiguiente. de las 473
observaciones correspondientes a viviendas post-64 hubo que prescindir de 13 que
carecian de informacion basica sobre el alquiler, los m? de superficie habitable o el tipo
de edificios. Se rechazd, por tanto, el 2.7 por 100 de las observaciones. De las 460
restantes, una carecia de datos sobre servicios higiénicos y dos mas sobre el nimero de
plantas de edificio. Con objeto de utilizar una muestra del mayor tamano posible,
optamos por asignar a esas tres observaciones los valores medios de las variables que
les faltaban.
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En muchas ocasiones. las viviendas poseen o no poseen determinados atributos
como. por ejemplo. calefaccion central o una plaza de garaje. Esa restriccion se ha
temdo en cuenta a través de variables cualitativas que toman el valor 1 6 0. segin que
la vivienda posea o carezca de la caracteristica de que se trate. En general. se ha
seguido la convencion de tomar la situacion que se presenta en mayor nimero de veces
como situacion de referencia. Asi. por ejemplo. dada la distribucidn porcentual del tipo
de edificios de las viviendas post-64: viviendas «marginales» (0.055 por 100). se ha
tomado la medianeria como situacion de referencia.

En lo que se refiere a las variables continuas, conviene hacer las siguientes precisio-

nes:

a) En caso de subrogacion, para el computo de la variable afos de ocupacion
(OCUP) se ha tomado la fecha del contrato inicial.

b) Para la variable EDAD disponiamos de dos tipos de datos: los suministrados por
el encuestador y los declarados por el inquilino. En ambos casos se daba la fecha de
construccion del edificio o el intervalo dentro del cual se llevo a cabo la construccion.
Por indicacion de la empresa CETA. se concedié mayor credibilidad a la informacion
del encuestador. En muchas ocasiones hubo que tomar el punto medio del intervalo de
construccion, lo cual origind ciertas discontinuidades en esta variable. Cuando todo lo
que se sabia es que la fecha de construccion pertenecia al siglo XiX,_se asignd a la
variable EDAD el valor 85. suponiéndose. por tanto. que el edificio $e construyo en
1890.

¢) La informacion sobre el estado de conservacion de los edificios venia dada por
el encuestador. que anadia una serie de puntos por cada uno de ocho tipos de desper-
fectos que se observaran. Asi, cuanto mayor es el valor de la variable ECON. peor es
el estado de conservacion de la vivienda correspondiente.

En cuanto a las caracteristicas relacionadas con la localizacion de la vivienda, se ha
utilizado sobre todo informacion suministrada por COPLACO. Para intentar detectar la
influencia sobre el alquiler mensual de la naturaleza del area en que las viviendas
post-64 estan situadas, seguimos dos rutas alternativas: la construccidon de variables
cualitativas y la construccion de variables continuas.

Para muchos propositos, COPLACO agrega las zonas de transporte en 98 zonas
de analisis de actividades. Por nuestra parte. combinando criterios socioeconémicos y
de proximidad geografica con las limitaciones que nos imponia el nimero de observa-
ciones con que contabamos. agregamos simplemente las 98 zonas de andlisis en nueve
macrozonas y construimos, por tanto. ocho variables cualitativas, cada una de las
cuales tomaba el valor | si la vivienda pertenecia a la macrozona correspondiente.
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Por otra parte. se construyeron siete variables continuas. La primera es un indice
ponderado de accesibilidad a los barrios de Cortes y Sol. Justicia y Universidad.
Delicias y lLegazpi. Recoletos y Castellana. Cuatro Caminos y Arguelles. donde se
concentra casi el 25 por 100 de los puestos de trabajo del Area Metropolitana de
Madrid. Los coeficientes de ponderacion reflejan la importancia relativa del empleo en
cada una de esas zonas respecto del total en el conjunto de las mismas. La accesibilidad
viene medida en minutos de transporte privado y transporte publico. ponderados por la
tasa de utilizacién relativa de ambos modos para los desplazamientos por todos los
motivos dentro de nuestra zona geografica.

Las tres variables siguientes representan caracteristicas socioecondémicas de las
distintas zonas de analisis: la densidad de poblacion medida en habitantes por km?, la
renta familiar media segin COPLACO y un indice del nivel socioeconomico. consis-
tente en el primer componente principal que explicaba el 34 por 100 de la varianza de
un conjunto de 12 variables que recogian diferentes aspectos de las zonas de analisis.

La quinta y la sexta variables se construyeron también por medio de la técnica de
los componentes principales aplicada a cinco variables que describian distintos rasgos
de las edificaciones de cada una de las zonas de analisis. Los factores de carga
permitieron interpretar el primer componente principal —que explicaba el 38 por 100 de
la varianza— como indice de la antigiiedad de los edificios de cada zona. y el segundo
componente —que explicaba un 21 por 100 adicional de la varianza— como un indica-
dor del grado de chabolismo y marginalidad.

Finalmente. de toda la gama de variables que podria recoger la actuacion del sector
publico local. sélo hemos podido contar con los puestos de preescolar y EGB por 1.000
habitantes. que mide de alguna forma la oferta de servicios educativos de esta natura-
leza en las distintas zonas de analisis.

En resumen. esta lista de variables constituye una primera aproximacion bastante
limitada a la medicion de los atributos determinantes de la calidad de las zonas de
analisis.

En este apéndice resta tan solo referirnos a las dificultades de medicion del alquiler
de las viviendas. En todo estudio de este tipo es siempre dificil decidir si la cantidad
que figura en el recibo mensual corresponde solamente al precio del arrendamiento
propiamente dicho. o incluye también pagos por otros conceptos como la calefaccion
central o los gastos comunes del edificio.

En nuestro caso. contabamos con informacién sobre si los pagos por agua fria o
caliente, gas/carbon. calefaccion o gastos comunes, estaban o no incluidos en otro
concepto. Pero desconociamos si ese concepto era o no el propio recibo del alquiler.
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Ademas. ni siquiera fue posible estimar con suficiente fiabilidad la media de los pagos
por los distintos servicios indicados.

En consecuencia, optamos por no depurar en absoluto la variable alquiler para llegar
a una cifra neta de pagos por otros servicios. En su lugar, construimos tres variables
cualitativas que toman el valor 1 si el inquilino declara, respectivamente, que los gastos
comunes, la calefaccion o el agua caliente estan incluidos en otro concepto. De esta
forma confiamos en controlar los posibles efectos sobre el alquiler de que se den
cualquiera de estas situaciones.
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SUMMARY

This work analyses procedures for robustification of the lineal mo-
del. We compare the advantages of using a robust estimating procedure
based on M-estimators with an internal analysis of the stregth of the mini-
mum tables and the sample. Theoretical advantage of this latter point are
shown and application is illustrated by means of the construction of an ex-
plicative model ot the determinating factors of rents in the metropolitan area
of Madrid.

Key words: Robustness methods, outliers. regression., generaliced dis-
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