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RESUMEN

Este trabajo analiza procedimientos de robustificación del modelo lineat.

Se comparan las ventajas de utilizar un procedimiento de estimación ro-

busto basado en M-e stimadores con un análísis interno de la robustez de

los mínimos cuadrados a la muestra, Se señalan las ventajas teóricas

de este último enfoque y se ilustra su aplicación mediante la construcción

de un modelo explicativo de los determinantes del alquiler en el Area

Metropolitana de Madrid.

Paluhras c•!a^•e: Métodos rabustos, observaciones con influencia, regresión,

distancias generalizadas.

1. INTRODUCCION

La construcción de un modelo estadístico con datos que no han sido recogidos

mediante un diseño experimental cuidadoso requiere, en primer lugar, dedicar una

* Este trab^jo forma parte de una investigación más amplia financiada por el Ministerio de

Economía y Comercio. Los autores desean agradecer la cofaboración de José Antonio Quintero,

del Centro de Cálculo de ese Ministerio, que se ocupó de los aspectos informáticos de la parte

empírica de este artículo.
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atención e^ ► peci^il d ayuellas uhs.ervac:i^^ne^ nu hc^mc^géneas cc^n et restc^ de la muestra y

yue p^^eden intr^xi^rcir ^etiguti impc^rtante^ en lc^^ re^ult^^du^ ^iel ^^n^^li^i^.

E ste es un prublema fundamental en la cunstrucción de modelus lineales con mues-

tras de curte iransversal donde, típicamente, se dispone de un número elevado de datus

de muchas variabfes. E1 problema es grave, ya que unas pcx:as observaciones dtípicas

pueden invalidar la hipótesis de normalidad en el modelo lineal y destruir la optimalidad

del prucedimiento de est^mación mínimo-cuadrático que puede convertirse en muy pocu

eficiente.

E n esta sección vamos a presentar la formulacián general del problema de estima-

ción pc^r mtíxirna verosimilitud de un modelo lineal. En la sección 2 comentamos el

efectc^ de las anomalias en el modelo de regresián y una panurámica de las distintas

sc^luciones posibles. En la seccián 3^e discuten las venta^,jas y limitaciones de lc^s

métudc^s rc^hustus de estimación, y en particular de lus M-estimadures de Huber. Fn la

sección 4 presentamos la necesidad de rohustificar la metodología de construccián

del modelo, y resumimos ias ap^rtaciunes existentes para realizar un estudia interno de

swensibiliclad a la muestra utilizada de un modelo etitimado por mínimos cuadros. Estas

ideas se aptican en la sección 5 a la construccián de un modelo explicativo de las

variables determinantes del alquiler. Finalmente, la sección 6 incluye algunos comen-

tarios fi'inales. La descripc:ión de los datos utilizados se recuge en un apéndice.

Comencemos revisando brevemente la estimación del modelo lineal:

Y=X^3+ U

donde Y es un vector de respuestas rr x 1, X es una matriz de rango k de variables

predeterrninadas, con dimensión n x k, ^3 es un vector de k par^metros y U es un

vector n x 1 de perturbaciones. La estimación máximo-verosímil de [ l.l], Uamando f^ a

la t'uncián de densidad de Y y suponiendo Ei^] = Q y E[^^j^] = cs21, conducirá a

n n

máx ^ ln .f ^(y^ - x;^i) = mín ^ g (y; - x;[i) [ l .2]
^=1 i=I

dc^nde -k = In f. En la hipótesis de que f^ es derivable, el estimadur máximo-verosímil

de [3 es la solución ( supuesta única), del sistema de ecuaciones

n
---,

^ , +^(V; - X^^3)X, = 0' [ 1.3]
r!
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dunde ^ = K' _-f''t^-' y_z,' es el vector 11 x^) de la fila i de la matriz X. PI sistema

anterior puede escribirse de forma compacta detiniendo ^'Ei, [3) como el vector tila 1 x n,

cuyos componentes son los valores de la t^unción ^r en los n puntos muestrales.

N ntonces [ 1.3) eyuivale a:

^' (^ , a) • X = 4' [ 1.4]

Si ^; _.Y; - x;^3 Y K'; =- r^ (e;)1 ;, otra manera ilustrativa de escribir estos resultados es

^ f',x;K`, = 0'^ [1.5j

yue revela cómo la estimación máximo-verosímil del modelo lineal conduce a mínimos-

cuadrados ponderados, pero donde los pesos ^1^; dependen de los parámetras desconoci-

dos R^. Por tanto, la solución general del sistema de ecuaciones [ 1.5] tendrá que

obtenerse iterativamente.

En resumen, concluimos que la estimación máximo-verosímil del modelo lineal

puede interpretarse: 1) como ia minimizacián de una cierta función ^ de los residuos

muestrales; 2) como la determinación de una función ^ de los residuos cuyos compo-

nentes sean ortogonales al espacio vectorial generado por las columnas de X, y 3)

cumo rnínimos cuadrados ponderados con los pesos determinados iterativamente.

Si admitimos las hipótesis [ t.2j respecto a U y cunvenimus en que su distribución es

simétrica, una formulacián general de la misma es la familia expuneneial pc^tencial

propuesta por Diananda (1949) y Bux (1953), y estudiada pur Box y Tiao (1973). Su

función de densidad es

- 1 Il
f^(e.^) = k,(a)cs exp -k^(x) --^

a

2

- ^ < J( < 1 6 > Y^ -- X < l1 < X

[ 1.6]

dunde cs es la desviación típica y el parámetro ^c es indicativu de la kurtusis u

aplastamiento de la distribución. Para ac = 0 la distribución es la normal, para ^c =+ 1 la

distribución es la dc^ble e xponencial o de Laplace y para ^c -^► -- 1 se obtiene, como

límite, la distribución uniforme. La función [ 1.6] incluye además desde distribuciones

cc^n culas más amplias yue la nurmal ( leptc^kúrticas para ac > 0), hasta distribuciunes

cc}n colas muy pocc^ marcadas ( platikúrticas si ^c < 0). La maximización de la verosimi-

litud de un modelc^ lineal cc^n perturhaciones dadas por [ l.b) cc^nduce a:

2
, x'^I ^+^ [

.7]
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q^^e incluye como cdtios particulares la minimización de desviacic^nes absolutas (x = l),

mínimc^s cuadracios (x = U) y, en el #ímite cuandu x-+ -- 1, la minimización de la

desviación máxima.

Qbservamos que para una distribución de U simétrica el criterio adecuado es muy

dependiente de Ia prupid distribución de lJ. Un criterio robustu ante anomalías, como la

desviación de desviaciunes absolutas, es poco eticiente si los datos son normales,

mientras que mínimus cuadrddus es muy pocu eficiente si existen unas pocas cabserva-

ciones atípicas que contaminan la distribución haciéndola leptokúrtica, Este efecto se

cumenta en la sección siguiente.

2. EL EFECTO DE LAS ANC3MALIAS

En esta secc ión supond remos yue las perturbaciones U del modelo lineal sun N(U,

cs^), pero que existe una pequeña propurción E desconocida de observaciones atfpicas.

Este hech^ puede modelarse mediante el siguiente enfoque: supongamos que estas

observacianes anómalas provienen de una distribución también normal, de media cero y

varianza k a2, dUnde k> 1. Entonces la función de densidad de las perturbaciones

c^bservadas es

.Í(u') = (1 -E).ÍN (u^ 4, a^) + .f^ (u) U, ka^) [2.l]

donde fN (^ ^ µ, c^2) representa la función de densidad normal de media µ y varianza a^.

Es inmediato que entonces

Var (ri) = az (1 + E (k -- 1) [2.2)

y f' serú simétrica con kurtosis

E [u^^ 1 + E (k2 -- 1)
y = 3 -3 -1 3 (b - 1)

{E [«^)}2 _(1 + E (k -- 1))2 [2.2^

dunde ^i ^ l. Por tanto, la distribución de u será leptokúrtica. Por ejemplo, para E=

= U, t y k= q, se obtiene g= 5.33, y las colas de la distribución scan más abiertas que

las de la cíistribuc ión de Laplace (que tiene y= 3). Este modelo para las anomalias es el

considerado por Tukey (19ó0), Box y Tiao (196g, 1973} y Guttman (1973), enire otros.

Por tanto, concluimc^s que con este modelo tendremos: a) una mayor varianza del

error, y b) una distribución con ccalas más largas que la normal.

La varianza de la estimación de los parámetros (3 del modelca lineal es

Var ([i) = (X^X)-^a2
- -- -
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y si a2 viene dado pur [2.2], por ejemplo, con k grande, los parámetros estimados serán

muy pacos fiables, muy inestables de muestra en muesira y con una gran varianza.

Los enfoques pr~ácticos para resolver este problema pueden resumirse en:

l. Acudir al teorema central del límite para justificar la hipótesis de normalidad y

utilizar, pc,r tanto, mínimos cuadrados. Una vez estimado el modelo, utilizar gráficos de

residuos frente a valores estimados para detectar anomalías y realizar finalmente un test

de normalidad de los resid uos.

2. Desechar mínimos cuadrados y utilizar un procedimiento robusto de estimacián

eligienda una función g que proporciane estimadores razonablemente ebcientes en ta.

hipótesis de normalidad, sin padecer la inestabilidad de los mínimos cuadrados ante

anomalías.

3. Utilizar un enfoque bayesiano construyendo un modelo formal que incorpore las

desviacianes «a priori^ previsibles respecto al rnodela lineal estándar mediante paráme-

tros en un modelo ampliado. ^

4. Robustificar no tanto el criterio de estimación como la metodología de construc-

ción del modelo lineai. Esto requiere comprobar en cada etapa de construcción del

modela que la decisión adoptada no está determinada por un pequeño grupo de obser-

vaciones atípicas. Por tanto, no se abandana «a priori» mínimos cuadrados, como en 2,

pero se complementa la estimación con un conjunto de contrastes diagnósticos que

permitan: a) detectar las observaciones potencialmente influyentes; b) medir sus efectos

sobre las coeficientes, y c) contrastar si son significativamente atípicas.

De estas cuatro alternativas, la 1 es la generalmente propuesta por la inmensa

mayoría de los textos de Estadísticas y Econometría. Sus limitaciones son de dos tipos.

La primera es que los gráficos bidimensionales clásicas son incapaces de revelar cierto

tipo de observaciones claramente atípicas, que son además las que pueden producir una

mayor distorsión en la estimacián mínimo-cuadrática del modelo lineal. Si consideramos

puntas muestrales (y; , z'^ ), el c arácter atípico puede mosirarse por: 1) u n v alor anó-

malo de y; para el x; correspondiente. Este es el tipo de anomalía más fácil de detectar

y corresponde al caso b) de la figura 1; 2) un valor atípico x'; del vector de variables

explicativas. Este segundo caso puede o no ir acompañado de una respuesta y; atípica.

La figura la representa a esta situación.

Se observa que el punto A es de hecho el que determina la pendiente de la recta y

es destacadamente atípico, ya que sin él la recta obtenida sería la marcada por la línea

de puntos. Sin embargo, el residuo en el punto A será muy pequeño, e incluso cero.



i2 ESTADIS7ICA ESPAÑOL.A

F iKuru 1

Tipos de anomalias

Y

X ,, x
A

(b)

El enfoque elásico de análisis de residuos va encaminado principalmente a encontrar

anómalos asociados, por tanto, a la situación 1 b, lo que constituye una de sus limitacio-

nes principales.

En efecto, los gráficos de residuos frente a la variable prevista o frente a las

variables explicativas, aunque muy útiles para detectar errores de especiflcación (véase,

por ejemplo, Draper y Smith, 19$0); no pueden detectar aquellos valores atípicos

multivariantes que se caracterizan por tener varias coordenadas z alejadas de los

valares medios para estas variables. Como veremos en la sección 3, estos puntos son

especialmente influyentes en la regresión y requieren un análisis particularmente cuida-

dUSO.

EI enfoque 3 ha sido utilizado por Box y Tiao { 1968, 1973); Abraham y Box (19713);

Chen y Box ( 1978 a, b y c) y Box (1979, 198U). Desde nuestro punto de vista, éste es el

enfoque más general y completo para el tratamiento de! problema, aunque presenta

mayores inconvenientes computacionales y requiere disponer de un software para su

aplicación eflciente.

En las secciones siguientes comentamos las soluciones 2 y 4.

3. ESTiMADORES ROB U STOS DE REORESION

Las inconvenientes apuntados de los mínimos cuadrados han conducido en los

últimos veinte años a una extensa investigación de métodos que superen estas dificulta-

des. Los libros de Mosteller y Tukey (1977), Huber (19H1), Barnett y Lewis {197$)

introducen el problema y contienen abundantes referencias.
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La inestabilidad de lus mínimcjs cuadrados es debida a la forma particular de las

funciones ^^ y^r de [ 1.3) y [ 1.4]. La función ^,^ es en este caso cuadrática, por lo que

aquellas observaciones con residuo más grande, en valor absoiuto, entran en la suma a

minimizar al cuadrado, lo que ^arrastrará» la ecuación mínimo-cuadrática hacia esas

observaciones, efecto obviamente indeseable. Por considerarse intuitivas, parece ciaro

que una funcián ^ que crezca más lentamente que ^ ►(u) = r^2 cuando c^ sea grande, dará

un peso menor a las observaciones atípicas y, por tanto, conducirá a esti^nadores más

robustos.

Huber (1964) planteó este prohlema formaimente. Dada una familia de narmales

contaminadas según [2.1 ] puede investigarse la forrna de k de manera que la máxima

varianza posible de la estimación máximo-verosímil de ^i sea minima. EI resultado de

este ejercicio consiste en obtener la siguiente función a minimizar

il `i ,, ^ !t) <_ ll

u^ u ^ - u =í,,

I/. I // ^ ^ [J^(I^) = ^ (u) = [3• 1]
-(l , It < -l!

(1 ^ lI ^ (1

donde el valor de u se toma en la práctica entre 1 y 2. Ubservemcas que si u es grande,

este método será similar a mínimos cuadradus, mientras que si a-- ♦ 0 se obtiene la

maximización de !as desvíaciones absolutas.

Para comparar esta función con criterios conocidos, la tabla l presenta la forma de

la función ^ y los pesos ^,^; del sistema de mínimos cuadrados ponderados equivalente

[ t.51. Mínimos cuadrados corresponde a^ (c^) = I^ y, por tanto, H•; =^ (u )• u-i = 1, que

da peso idéntico a tcxias las observaciones. La minimización de las desviaciones absolu-

tas da un peso muy gr^ande a los residuos muy peyueños y un peso que decrece

geométricamente a los más grandes. Es, por tanto, un criterio muy drástico. La func icín

de Huber introduce ponderaciones que decrecen geométricamente a partir de u. Por

último, hemos incluido ta función bicuadrada propuesta por Beaton y Tukey (1974)

(véase Mosteller y Tukey, 1977, para aplicaciones}

^ 2 2
x

k^; {.z^ ) = l - -^^
c^

^-r ^

^ -r ^

.^ ^.

> U

^ (!f ) 1-z1 < <^ [3-2^
^t^ ^ ^'

Las tres últimas funciones se consideran robustas, ya que ponderan menos a las

ohservaciones más alejadas. Otras funciones an^^logas han sido propuestas por Hampel

{ 1974) y Andrews (1972). ( Véase Hogg. (1979} para una revisión de estas funciones.>
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TABLA

Distribución ^ tu 1 w^ (u )

Normal

^

u

^

c

Laplace

1^ ^

u
.__. ;

uber

^ ^-.-.
_a ^ ^

^
^ ^ . u+u
^..

U

1
,
^ ^

eaton y
Tukey
(1974}

-

^
_t

u
+c

-Q ♦fl

c +c•

Para conseguir que la estimación sea independiente de la escala de medida, las

ecuaciones [ 1.3] y[ 1.5] se modi>'^can

; _ p

,y: --- x ; ,^ z ; x^; = 0
s

[3.3]

[3.4]

e^ e^ ^ 1
con pesos r^1; _^ Ŝ • ŝ , donde s es un estimador robusto de la dispersión.

La obtención de los estirnadores se realiza iterando sucesivamente con [3.4] mediante

un programa de mínimos cuadr•ados ponderados. Huber ( 1981) ha demostrado la ^on-

vergencia del método en condiciones generales, asi como la consistencia de los estima-

dares obtenidos ( ver también Yohai y Maronna (1979).

El procedimiento expuesto es e1 más utilizado y corresponde a la utilización de

M-estimadares, llamados así por conducir a una estimación máximo-verosímil modifi-

cada. Existen atras dos grandes familias de métodos robustos, los L-estimadores basa-

das en estadísticos ordinales y los R-estimadores a partir de lc^s rangos de las observa-

ciones, pera su aplicación a problemas de regresión es mucho menor. E1 lector intere-

sado puede acudir a Hogg (1979).
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L^s pr-ocedimientos robustos que hemos comentado están sujetos a tres tipos de

críticas. La primera es el cardcter heurístico de las funciones ^► u^ que conducen a una

cierta arbitrariedad en la tormulación. La segunda es que la^ propiedades muestrales de

los estimadores par~a muestras p ►equeñas sun desconocidas, con lo que se pierde la

flexibilidad de los contrastes en el modelo lineal. La tercera es que los métodos así

furmulados, aunyue útiles para tratar observaciones atípicas del tipc^ de la figura lb, no

resuelven el problema de los valores atípicos con residuos pequeños ( figura la) que, en

la práctica, son las más perjudiciales en muchus casos.

Respecto a la primera critica. Chen y Box ( i979 a) han mostrado que las funciones ^

o^ propuestas en la literatura para estos prc^biemas son óptimas para un tipo concreto

esperado de contaminación. For ejemplo, la función ^ de Huber [3.1 ] es óptima para

una distribución normal en el centro, pero con colas de L.aplace, que puede aproxi-

marse bien por el modelo normal contaminado [2. l]. Puede, pc^r tanto, argumentarse

que la metodolagía a utilizar debe depender del tipo de estructura previsible c^ presente

en la muesira concreta. La tercera crítica conduce a los M-estimadores generalizando

en los que los pesos x^; de [3.4] se hacen depender no sálo del residuo, sino también de

su capacidad de influencia, medida por su distancia al centro de la nube de puntos.

Aunque este enfoque resuelve parcialmente el problema, acrecienta el carácter ud hvc•

del método y hace más problemático la cunsideración de las propiedades muestrales de

las estimaciones.

4. RC)BUSTI^^ICACION DE LA METOD()LOGIA

L.a razón principal de acudir a métodos robustos de estimación es garantizar que l+us

resultadus cabtenid^s no van a depender fundamentalmente de unas pocas observac iones

anómalas. Así, una de las ideas centrales en la teoría de la estimación robusta clásica es

evaluar la sensibilidad de Ic^s estimadares. La curva de sensibilidad, CS, de un estima-

dor T, se define, para un tamaño muestral tijo, n, pur

CS;,(x} = n[T„+^(x,, ..., xn, x) - T^{x,, ..., x„)l

y es una función de los valores de una observación adicic^nal x. Se calcula a partir de la

diferencia entre I^^s valores que toma el estimador T en cuesticín cuando tie tiene o nu

en cuenta el dato .x. E 1 límite de esta expresión cuandu n--^ -r_ es la curva de intluencia

introducida por Hampel (1974) para comparar estimadores. Lambert ( 19g l) ha util izadu

estas nociones para c^mparar test robustc^s.

Sin embargo, el hecho de que un estimador C^r^c^dc^ ser muy sensible a una observa-

ción anómala no indica en absolutu que tenga un comportamiento poco eficiente ante

una muestra dada. Antes de abandunar un procedimient^ de estimación que puede ser
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áptimu, p^^recc r^^lc^n^ahle preguntartie ^i ante unr^ mue^tra concreta e^► susc.eptihle ^^ nu
cie ^,erl^a.

Pur tantu, dad^^ un cunjuntu de c^hservacic^ne^ tiusceptibles de mucielarse mediante

un mc^delu lineal es pertinente preguntartie: 1) ^Existen en esta muestra ubservaciones

que, ^a priori ►>, tienen una capacidad de inf]uencia much+u mayur que las demás en la

cunstrucción del modelo? 2) i,Cámo podríamos medir la influencia cancreta que, «a

p+usterior», ha tenido un dato a conjuntu de datos en la estimación de los parámetros?

31 i,Cámu cunstr^,ir un test para determinar si una c^bservacián es atípica?

l..a primera pregunta puede responderse desde dc^s puntus de vista complementarius.

E I primeru eti mediante la matriz «sumbrero», c uyas prupiedades han sidu d isc utidas

pur Huher { 1y75), Huaglin y Welsh { ly7K), Cuuk (1977, 197^1, Belsley, Kuh y Welsh

( l^KQ) y Weisherg {{9KO). EI segundu, rnediante el cuciente de dos determinantes, fue

intruducidu pur Andrew4 y Pregibon ( ty7M) y ha sidu discutidu pur Draper y.luhn

( IyK 1), y Belsley y utrus { 19g0).

I_a matriz «^;umbreru» es la matriT V, que proyecta el vectur Y sc^bre el espaciu^
vectoriat generadu pe^r la^ columnas de X

[4.1]

V = X (X`X)-` X'- - ._. ._.. ._ [4.21

Pur tantu ([ -_V) prc^yecta lus vectures del espacic^ n-dimensiunal subre la varied^ui

lineal ortogunal a la generada ^ror X. La matriz V es ^imétrica e idemputente con ele-

mentc^^

^^ ii = _^ I ^ ( X I x ) _'X.i_ (4.3]

dunde ^, y,^^ sun lc^s vectores de observacián de las variables x en los individuos i, j,

respectivamente. La impartancia de esta matriz en el mudelc^ lineral es c^ue

ĉ' _ (1_ - V) - ^. _ (^ - V) ^_ .... _ _

de dunde tie deduce en partic ular yue

Var (c';) = rs^( 1 " ^';r)

[4.4 J

[4.5]

donde 1^,^ tiene una interpretacicín inmediata. Si las .r est^in expresadas en desviaciunes ^^

su media

► ';; _ (zi; - ^)^(^'^) '(-z; - .r) ^4.fi]
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siendu dhc^ra (X`X ►rr-l la matriz de varianzas y cc3varianzas entre las c^hservacic^nes .x-.

Por tanto, ^•;; representa la distancia de Mahalanobis de una ubservación x; resp^ectca

dl centro de la nuhe de puntos ^r. Cumo los ►•;; son términus de una matriz prayección,

0<_ ^•;; <_ 1, y cumo la traza de una matriz idempc^tente es igual a su rangu, ^ ► •;, = k,

siendo k el rangu de ^. Por tantu, el valor medio de lus término^ ► •^, será k/n.

Si uno de Ios puntos _r; está muy alejado del centro de la nube, _Y, ^u ► •;; será grande

y la varianza det resid uo correspondiente a ese punto será muy pequeña, según [4.5 [.

En el limite, si ^•;; = l, la varianza del residuo será cero, lo que indicd que la posición

de ese punto respecto al centro de los datos fuerza a la ecuación de regresión a pasar

por él, sea cu^^l sea el vdlur ohservadu de ^•. Por tanto, ayuellu^ puntus muestrales yue

tengan ► ^;; altuti sun, potencialmente, intluyentes. E^ pusihle c^ilcular la di^trihución

muestral de ciert^^^ t•uncic^ ► nes de lo^ ► ^;, ( Bel^ley y c^trc^^, 19K0), lo que c:onduce ^^ cun^;i-

derar una observación poteneialmente intluyente si ► ^,; > ?^in.

(^tra interesante interpretación de Ic^s +•;; es debida d Huber (19^ 1). Según [4.1 ^

n

Var ^i•;) ^ ^ ► •Ú Var Ci'^;) = cr^^'^1
J=^

n

dadu que al ser indempatente V, ► •;; _^ ► •^. Por tantu, si recordamos que la
^

media muestral de /r ubservaciones, cada una de ellas con varianza csz e independientes,

es c^`/{r, es claro que ► ^r; ► puede interpretarse comu el número equivalente de observacio-

nes utilizadas para calcular la estimación v;. Si ^•;; = l, la estimación y; está, pues,

calculada cun una oh^ervación, pur lo que lógicamente su residuu es cero (compárese

cun [ 4. 51i

EI ^egundu ent^^que para deterrninar observaciunes intluyentes, Andrews y Pregibon

(197K), utiliza el cambio de «volumen» que experimenta la nube de puntos al eliminar

un cunjunto de observaciones. Si tomamos ^^X^ ,(determinante de X' X) cumo med ida^_____
del vulumen inicial y^X'^;^^^;^ el resultante de eliminar la c^hservación i, el cociente

a_ I.?t ^,, x^; >I ( a.7 I

recuerda el estadistico ^ de Wilks y puede usarse como una medida de la int7uencia del

punto i. Una ventaja de este procedimiento es que se extiende obviamente a la intluen-

cia simultánea de calcular conjunto de puntas i, j, k... Para un único punto, puede

demostrarse (Draper y John, 19^ l) que d= l- ► •;; , con lo yue ambos enfoques son

coincidentes.
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F1 segunde► aspecto es determinar, para una muestra cc^ncreta, la influencia de cada

observacicín sobre el modelc^ obtenida. Para ello existen varios enfoques basadas en la

función de influencia empírica (Coak y Weisberg, 19f3U)

^ ^
tEw=^^-^ [ 4 .f3]

A

donde ^i,^ es el estimador obtenido eliminando las observaciones A y^i el correspon-

diente a la muestra completa. Una farma simple de obtener una medida escalar de la

influençia de A es midiendo la distancia, en una métrica con sentido estadístico como la
^

de Mahalonobis, entre ^,^ y R. Esta medida fue introducida por Caok (1977)

^
D = ^ (aw- )'(^i (^3A-- ^)w _

k s2
[4.9]

1
dande s^ = ^'(! - V)^ es la varianza residual de la regresión y(^',^) -'s 2^.... _.n _ k

la estimacic^n de la matriz de varianzas, convarianzas de ¢. Welsh y Kuh (1977) y

Belsley y otros (19^30) deflnen medidas de distancia simitares, pero tomanda camo

matriz definidora de la métrica (^^2cw ► • donde s2^w^ corresp^onde a la regresión sin las

observaciones A.

Utiiizando el subíndice (i) para indicar que la característica afectádá ha sido calcu-

lada sin la observación i, la distancia de Goak se^ obtiene fácilmente de

D; -

dande e; = y; - x';

^ ^
( ^;, ^ ( ( ^,, - _^ ; ^^^ - ^ ^ ^ R _ ^ e 2 1'

ks2 k s2 {1 -- ,,,^^)2

^
^i. Es interesante que D; puede también escribirse

A A A A

(Y^;^ -- Yl' (Y^;) - Y)
D; _

ks 2

[4.10]

[4.11^

que indica que D; mide la distancia euclidea ( hecha adimensional par ks2) en que se
^

traslada el vector de predicción Y al eliminar la observación i de la regresián.

De una manera análoga puede estudiarse el efecto de cada observación sobre los

coeficientes individuales a^.

La construcción de tests para determinar observaciones atípicas en modelos de

regresión ha sido objeto de numerosos enfoques. (Véase Barnett y Lewis, 1978, para una

panorámica del tema.) Planteado cama un contraste de la razón de verasimilitudes, el

test resultante es función monótona de los residuas estudentizados, definidos por

r^ _
P;

[4.12^
- ►' «
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donde cada residuo mínirnocuádrico ha sido dividido en su varianza ( véase [4.5]). Un

inconveniente de esta construcción es que ta distribución de r; en la hipótesis de

normalidad de u no es la t de Student, ya que el numerador y el denominador no son

independientes. Sin embargo, el estadístico

e
t; -- _ [ d.13)

s^,^

tiene, en la hipótesis de normalidad, una distribución t de Student con n - k-- 1
grados de libertad. Computacionalrnente, es conveniente expresarlo (Weisberg, 1980)

n -- k - 1
tr' = ri

n - k -r^2

donde r; está definida por [ 4.1 Zj .

[4.1^

Un problema clásico para realizar el contraste mediante [4.14j es determinar el nivel

de significación adecuado, ya que la distribución relevante para obtenerlo es ia del
máximo valor de un estadístico t con n- k- l, en una muestra de tamaño rr. Esta

distribución exacta se desconoce, pero se han tabulado valores críticos aproxirnados

utilizando la desigua.ldad de Bonferroni. ( Véase Miller, 1977; Cook y Frescott, 1981. )

En resumen, los estadísticos ti^;;, D; y t; constituyen la base de la robustificación

metodológica del modelo lineal. Los términos t^;; dependen únicamente de las variables

predeterminadas y miden la influencia potencial de cada observación por su posición

dentro del espacio de las variables. Tendremos un diseño robusto si todos los puntos

tienen coeficientes ti^;; análogos. Esta misma idea ha sido expresada de formas distintas

aunque con el mismo sentido final por Anscombe y Tukey (1963), Huber (1973}, Box y

Draper (1975) y Belsley y otros (1980}.

EI estadístico D; de Cook recoge la influencia prác•tica de cada observación sobre los^
parámetros estimados o el vector de predicción Y, y mide, en consecuencia, la sensibi-

lidad de la estimación a la muestra concreta utilizada. EI interés de D; es que puede

indicar la poca relevancia práctica de preocuparse por observacianes muestrales que,

aunque quizá anómalas, no influyen en el modelo. Un alto valor de D^ resalta la

importancia de investigar en profundidad aquellos datos atípicos, según el estadístico t

que tengan una apreciable influencia en los resultados del modelo.

Una de las venta^jas del estudio de la inf'luencia empírica de las observaciones que

hemos descrito en los párrafos precedentes, es que puede desvelar no linealidades que

de otro modo quedarian ocultas. La anomalía A de la figura 1 a sobresaldrá en el análisis

por un alto coeficiente v;;, asociado a un residuo muy pequeño. Una vez aceptado este

punto, caben dos interpretaciones: 1) se trata de un error de datos y lo áptimo es
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desecharlo y repetir el ajuste sin ese punto; 2) el puntu A no es erróneo y la que revela

es una relación ►rr., lineul ^bre un rangu mds ampliu de variables. Esta pusibilidad debe

tenerse rnuy en cuenta ante ubservaciunes con ^^^; y D; altos.

5. 1,..lN M(^DELU DE LUS DETERMINANTES DEL AL(1UILER

S.l. EL PROBLEMA Y LOS DATOS

En nuestru país, el Estado interviene en el sector de la vivienda en arrendamiento a

través de dc^s pc^liticati distintas. En primer iugar, varios organismos públicas promue-

ven -directd u indirectamente- la construcción de viviendas que denominaremos de

prc^tección oficial, cuyos alquileres vienen regulados con mayor o menor eficacia de

acuerdc^ con cc^mplejos proc;edimientos que nu es necesario revisar aquí. E1 objetivo

central de esta furrna de intervención es proporcionar viviendas a un alquiler inferior al

que se daria en el mercado libre. En segundo lugar, desde 1920 a 195b el Estada

intervino en el sector privado de las viviendas en alquiler, estableciendo la prórroga

farzosa de los contratos y congelando el precio del arrendamiento. La Ley de Bases de

1955 inicia la liberalización de los alquileres, que se completa en la Ley de Arrenda-

mientos Urbanc^s de 19b4. Así pues, de resultas de la intervención del Estado, es útil

distinguir entre tres tipc^s de viviendas en arrendamiento: las viviendas de protección

obcial y las viviendas ucupadas antes o después de la promulgación de la LAUR

de 1964.

E1 probierna que vamus a estudiar a continuacl,ín es cómo construir un modelo que

permita explicar el alquiler de mercado de las viviendas post-64 en términos de sus

características tisicas. Esta tarea se enmarca dentro de un estudio, para analizar tanto el

alcance de las ventajas económicas como las consecuencias distributivas de las políticas

de protección oticiai y de cuntrol de alquileres. Los beneficios que perciben los ocupan-

tes de los dos tipo^ de viviendas, al amparo de la legislación vigente, se estiman

mediante la diferencia entre el alquiler de mercado que les correspondería en el año de

la muestra y el alquiler efectivamente pagado en esa fecha.

Para una discusión de los fundamentos microeconómicos del intentu de explicar las

diferencias observadas en el alquiler de las viviendas liberalizadas en términos de las

cantidades que entrañan de determinadas características, puede consultarse el trabajo

de Ruiz-Castillu (19^2a), que incluye también una justificación de la noción de benebcio

mencionada. El lector interesado en los resultados empíricos del cálculo de los benefi-

cios y el análisis de su distribución desde el punto de vista de la equidad, puede

consultar lus trabajos de Peña y Ruiz-Casiillo (19K2a, 19^32b).
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TABLA 2

CARACTERISTICAS ESTRUCTURALES

Denominac ión Dcsc ri pc ión

VARIABLES CUANTITATI VAS

1. EDAD
2. OCUP
3. M2
4. NHAB (*)
S. N PL
6. ECON

Edad del edificio en años de^cíe su construcciran
Años que Il^eva ocupada la vivienda ..............
Superticie habitable en ma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Número de habitaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Núrnero de plantas del edificio . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Estado de conservación del edificiu . . . . . . . . . . . . . . .

VARIABLES CUALITATIVAS

Tipc, de Pdíf ic•ic^

7. MAGL
f^. CHHI
9. BLO{,^

V iv ienda ^ marginal» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Chalet o hilera unifamiliar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Bloque de pisos .................................
Medianería ......................................

Mc^dalidad de pr^^mc^ción

Sociedad promotora privada . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . .
Cooperativa de usuarios, comunidad de propie-

tarios, particular(es), autoconstrucción,
otros .........................................

vo sabe ........................................

Ser^•icir^s higiénlc^^^

13. DOMAS
14. TELF
15. CALC
16. GAR
17. PORT (*)
18. MUEB
19. ESTR (*)
20. GCOM (*)
21. GCAL (*)

22. GAGC (*>

23. EDS 19
24. E D4164
25 . E Df 574

Sin servicios higiénicos, con solu WC, sólo lavabo,
sólo WC y lavabo, o sólo ducha a baño y WC ..

Con cuarto de aseo (lavabo, ducha y WC) o con un
cuarto de baño completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Con dos, tres, cuatro o más piezas de aseo c^ baño
Con teléfono . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . .. . . . . . .
Con calefacción central . .. . .. . .. .. . . . . . . . .. . . .. . .
Con garage ......................................
Con portería ....................................
Con muebles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
V ivienda a estrenar en el momento de su oc upac ión
Con gastos comunes incluidos en otru concepto ....
Con el recibo de la calefacción inciuido en otro con-

cepto .........................................
Con los pagas por agua caJiente incluidos en utro con-

cepto .........................................
Vivienda construida en el siglo XIX . . . . . . . . . . . . .
Vivienda cc^nstruida entre 1941 y 19b4 .......
V i v ienda con stru ida entre 19b5 y l 974 .......

Viviendas post-ó4

Media
.

Desviación
típica

2 I ,9
3 .6

6g,0
3,6
5,1
4,6

Porcentaje
en °^

3
4

38
SS

27

45
2K

19

70
11
36
20
7

34
15
18
19

38

47
7

21
S3

23,0
2,3

a2,x
1,2
2,K

17, 5

(*) Variablcs que no resultaron significativas inicialmente {véase el texto).
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TAF3LA 3

VARIABC_ES ^:'l!ANTITATIVAS REPRESENTATIVAS DE LOS ATRIBUTOS DE LAS
I()NAS DE: ANALISIS

Viviendas pc7 ► st-ó4

De nominac ión De u ri pc ión
Media ^^viación

típica

1. AC'C.' lndice de accesibilidad en minutos de tiempo de
iranspa ► rte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41,2 17,6

2. DENPO Densidad de población en habitantes por km2 ..... 19.954 2(i,683
3. RENT(*> Renta familiar media en pesetas mensuales ........ 1K.826 4.734
4. A LT^^► lndice de 1 n ivel soc ioecanómico . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,06 O,SK
5. ANTIG Indice de la antigiiedad media de los edificios ..... 0,13 1,14
ó. MAR^'HI*1 Indice de marginalidad y chabolismo ....... ...... -0,07 0,7K
7. ESC'OL(*1 Puestos de preescolar y EGB por 1.00!0 habitantes . 7.351 4.345

(* ) Variak^cs que nc^ resultarc^n signifieativas iniciatmente (vtase cl textol.

l.^c^s datc^s dispc)nible^► provienen de la encuesta que la empresa C'ETA realizó para

COPLACO en 1974 sobre las necesidades de vivienda en el Area Metropolitana de

Madrid. Esos datos fueron completados con cierta información que facilitó COPLACO.

La tahla 2 describe las variahles estructurales que fue posible medir, mientras que la

tabla 3 recoge las variables representativas de las características relacionadas cc^n la

lucalización de las viviendas dentro dei Area Metropolitana de Madrid. Los detalles de

la construcción de determinadas variables se resumen en el apéndice. Contamos con

460 observaciones de viviendas arrendadas con posterioridad a 19ó^4, libres, por tanto,

del contrul de alquileres.

5.2. LA SELECCIÓN DE LA FORMA FUNCIONAL.

Para decidir la forma t^uncional adecuada se siguió un proceso iterativo que comenzó

cun un análisis exploratorio de los datos para obtener una primera representación

razunable e identificar posibles observaciones anómalas. A continuación se estimó por

máxima verosimilitud la mejor transformación de la variable dependiente y se realizaron

diversas pruebas para encontrar la métrica adecuada para las variables dependientes.

En el análisis exploratorio inicial se utilizaron tres tipos de herramientas. La primera

fueron gráficas bivariantes de la variable respuesta respecto a cada una de las variables

explicativas. La segunda fue la distribución empírica de cada variable. La tercera, el

análisis de los residuos de regresiones preliminares que incluían diversos conjuntos de

va.riables explicativas. Se estudió la distribución de los residuos y los gráficos de éstos

respecto a cada una de las variables explicativas y el alquiler estirnado. Los resultados

de este análisis inicial fueron:

u) La variable alquiler requiere transformación, probablemente mediante el loga-

ritmu. Esta conclusión es clara y se basa en que los gráficos e; = f(y) para la variable y

sin transformar mostraban c urvatura y heterocedasticidad. Además la disiribución del
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alquiler -asi cumo la de los residuus c^; de las regresic^nes- tiene fuerte asimetría

positiva. Finalmente, el Ic^garitmo tiene una clara interpretación ecunómicd en este

casu, indicando yue el etiecto de cada tactor depende del nivel que alcancen las demás.

h) Las variables C^ U P, M2, ECON, ACC6 y DEN PO se expresaron en logarit-

mus. Esta decisicín se tamó para c^btener linealidad en la respuesta una vez expresado el

alquiler en logaritmos. Como la decisión nu fue clara respecto a UCUP y NPL, se optó

por mantenerta provisionalmente a expensas de una revisión pc>sterior.

c•) Las variables señata+das con un arterisco se desecharun en una primera etapa por

no aportar información adicional.

ci) La edad del edificio mostró una influencia cc^mpleja y marcadamente nu lineal,

prubablemente porque esta variable recoge efectos muy distintc^s y es «prcaxyy> de utras

variahles. Además, como se indica en el apéndice, su construcción nu estuvu exenta de

dificultades. Para identificar posibles efectus nc^ lineales, se discretiZó tiu recurrido

mediante variables cualitativas, con el resultado de yue las viviendas cunstruidas en el

siglo xIx y las muy mudernas (pasteriores a 1965) mostrarc^n alyuileres significativa-

mente más altos, mientrds que las viviendas del períodu 1900-1940 resultarc^n ser las

más baratas. En una prirnera aproximación intentamos una representac ión simple de

este efecto mediante un palinomio de segundo grado. Para prevenir la previsible multi-

colinealidad, se definieron las variables

EDM = EDAD - E, EDPv12 = (EDAD - ^)2

donde E es la media de la edad de las viviendas pust-64.

Con estas decisiones, el modelo estimadu resultante se presenta en la primera

culumna de la tabla 5. La distribución de los resid^^os es asimétrica con coeticiente de

asimetría -1,95 y 7,5 de kurtusis. El test de Kolmogorov Smirnuv condujo a rechaLar

la hipótesis de normalidad de los residuos cun ^c = 0,01. La distribución parece la de

una normal contaminada pur un pequeño número de valores negativc^s ya que, tomando

la mediana cumo centro (yue es 0,07), la distribución es simétrica y razunablemente

normal en el rango 4,07 ± 1,5 cŝ , siendu ĉs la desviación típica de los residuos.

EI análisis interno de robustez del modelu mustró )9 observac:iones destacables que

se incluyen en la tabla siguiente.

TABLA 4
VALt)RES ATIP[CC)S

C)bs. n.° I 2 3 4 5 6 7 K y 10

► ^;; U,03 0,04 0,06 0,03 O,U4 0,05 0,(Ki 0,03 0,05 0,05

D; 0,06 0,05 O,OK 0,02 O,l)3 0,03 0,04 0,02 U,03 0,02

t --6,6 -5,3 -S,4 -4, l -3,7 --3,7 -3,7 - 3,fi -3,3 -3,0



b4

~I'AB^._A 4 (cuntinuac.^ión)

E:STADiSTI^`A E5PAÑULA

Obs. n." 11 l2 13 14 15 16 17 1H ly

► ^;^ 0,04 0,11 0,03 0,03 0,03 0,04 0, I 2 0,15 0,1 S

D; 0,02 0,04 0,01 0,01 0,00 0,01 0,04 0,04 0,00

t, -3,0 -2,8 - 2,8 -2.5 2,4 --2,4 2,4 --0,7 0.7

De ellas, nueve tienen estadísticos t mayures que 3,3 y otras ocho t;enen valores

entre 3 y 2,4. La tabfa recc^ge también las observaciones potencialmente más int7uyentes

por tener mayor r^u (1K y 19^, aunque esta influencia nu se da de hechu en la muestra.

Se revisarun cuidadosamente las 17 primeras ubservaciones cun el resultado de que la^

nueve mayures pdrecían ser errures en la perfuración de l05 datas (omisiún de un ceru

en el alquiler). Sobre las siguientes ocho, existían dudas en algunas por lo que se

decidió conservarlas y estimar una nueva regresión con 451 datos, cuyos resultados se

presentan en la segunda columna de la tabla S. Como puede verse, la eliminación de

estas nueve observaciones mejora los resultados sin alterarlos sustancialmente. Los

coeticientes de las variables no suf^ren prácticamente variación, con las excepciones

siguientes:

- L^s coeticientes de MAGL, BLO(,^ y LDENPO se hacen práciicamente cero, lo

que sugiere fuerternente su eliminaci^n del modelu.

- Aumenta el coeficiente de TELF, que pasa de na ser signiticativa a serlo, y el del

índice de accesibilidad LACC, que deja la zona de dudas para convertirse en una

variable signiticativa.

A la vista de esta información, estimamos un nuevo modelo sin las variables MAGL,

BLUQ y LDENP^, con lus resultados siguientes: los coe^cientes de todas las variables

incluidds son prácticamente idénticos a los anteriores, y la varianza residual disminuye

ligeramente debidu a que la suma de cuadrados es casi idéntica, pero tiene ahura más

gradc^s de libertad. Yor utra parte, introducimos las variables que habíamos desechadu

anteriormente para el modelo de 460 ohservaciones, con el resultado de que GCOM,

aunque no significativa (tiene un t= 1,22), parece prometedora, pur lu yue se incurporó

pruvisionalmente al model^. La columna {3) de la tabla 5 resume este mudelo tinal cun

541 observaciones.

A continuacián, sumetimus los residuos de este mudelo a un análisis detaltadu

encaminado a investigar la presencia de nuevus valores anómal^s. La repetición del

análisis de robustez que hicimos para la regresión inicial, condujo a cont^irmar el

carácter atipico de las uchu observaciunes que señalamos anteriormente. Reestimamos



ME:TUIX)S ROBl3STC)S DE CONSTRIJ'CCIUN DE MUDEL<)S UE REGRE510N b5

el modelo eliminandu estas ucho observaciunes cc^n Ic^s resultddu^; que se presentan en

la c:olumna ( 4) de Id tabla S. Se observará yue:

-- las variables DUMAS, C'ALC y GCC)M, que nu eran formalmente significativas

con ac = 0,05, pasan a serlo, sin lugar a dudas:

--- e[ rest^ de lus cc)eficientes na se modifican sustancialmente;

.,TAB LA S

RESULTADOS DEL ANALISIS DE REGRESION CON LA DESV'1AC10N TIPICA DE LOS
COEFlClENTES ENTRE PARENTESIS

Otras

Var^ables ( 1 ) (2 ) ( 3 ) 14 ) (S 1 variables
alternativds

CUNSTANTE 5,77 7,14 7,57 7,R 1 K,13
{0,77) (0,60) (0,35) {0,31) (0,33)

EDM -0,012 - 0,010 -0,012 -O,OOK -0,09 LEDAD
(0,002) (0.002) co.oo2) (a,oo2) (0.03^

EDM2 0,00022 0,0402 O,ú0U2 0,0001 0,12 EDS l9
(O,UO(I45) (O,OOOU4) (0.00004) (0.0003) (0,08)

LOCUP - 0,25 -0,25 0,35 -0,24 -0,08 OCUP
{0,04) {0,03) (Q,04)

420
{0,02)
0 40

(0,007)
390LM2 0,46

(o,o^)
0,42

{o.os}
,

ca.os>
.

to,os)
,

(o,o^>
LN PL 0, 26 0, 20 0, 20 0,1 K 0,19

(0,06) (0,05) (0,04) (0,04) (0,04)
LECON -0,06 - O,Ob -0,06 -0,07 -0,08

(p Oj) ^0'^ (a ,02) (0.02) (0.02)
MAGL ; _ ^.

(0,1 S ) (0,11)
C H H 1 U,66 0,53 0, 54 0,4K 0,49

{o, l s> (0,12) (o, l l) (o, lo> (o, lo)
BLOC^ - o,o^ 0,02 - - --

to,ob) co,os)
POCOS - 0,19 -0,23 - 0,23 - 0,23 -0,25

co,o^> co.o7} ca.o7) (o.ob> ca,(^b)
DOM AS 0,06 0,07 O,Ot3 U,1 i^ 0,19

(0,09) (0,07) (0,07) (O,Oó) (0,06)
TE L F 0,45 0, l4 0,14 0,14 0,15

(O,Ob) (0,05 ) (0.05 ) (0,04 ) (0,04 )
CALC 0,11 0,09 0,09 0,1 l 0,13

(0,07) (O,OÓ) (0,06) (0,05) (0,05 )
GAR 0,2^ 0,29 0,30 4,2b 0,25

(0,10} (0,08) (0,08> (0,07> {0,07 )
M U EB 0, 33 0,29 0, 29 0,24 0,2b

(0,07) (0,05) (0,05) (0,05} (0,05 )
GCOM -- -- (0,06) 0,11 0,12

(U.OS ) (0.05 ) (0,04 )
LACC -0,15 - 0,53 - U,38 -0,41 0,41

(0, l 3) (0,10) (0,08) (O,U7) (0,071
LDEN PO 0,44 0,()OU9 - - --

co,o2) {0.017)
A LTA 0, l b 0,10 0,10 0,09 0,08

(0,04) (0,03) (0,03} (0,03> (0,03 )
ANT1G -0,06 0,05 0,07 -O,OÓ -0,07

(0,03) (0,02> (0,03) (0,02) (0,02)

R2 0,71 0,79 0,79 O,K2 0,^2
Error
estándar 0,4K 0,37 0,37 0.33 0,3?
Número de
observaciones 460 451 451 443 4.443
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- se acepta c^un ^c = O,1Q Id hipótesis de nurmalidad de los residuus mediante un

c(^ntra^;te cie K^^Imc^guruv Smirnuv y mediante c:untrastes de su asimetría y kurtosis.

1~rn re^umen, cumparandu este mudelu con el inicial, vemos que al eliminar las 17

ubservaciones que hemus consideradu cumo errores (4 pc^r 100 del total), la varianza de

Ic^s residuus ha disminuido en un 5^ por 104, la proporción de la variabilidad explicada

ha aumentado en un l7 pur l0U y podemos admitir razonablemente la hipótesis de

nurmalidad en 1os resid uos. Los coeficientes de la mayoría de las variables se han

modit^cadu muy ligeramente y, en [us casos en que no es así, los cambios hacen el

mc^delo más compatible con la información a prinri: la distancia al centro medida`p^or

LACC, y el hecho de que la vivienda tenga dos o más cuartos de baño, teléfonu,

calefacción ceniral y ius gastus comunes incluidos en utro concepto, aparecen como

variables signiticaiivds en el modelc^ presumiblemente limpio de valores atipicos.

Para cuntrastar esta especificación hemos estimado por máxima-verosimilitud el

parámetru ^^ de la transtórmación Box-Cox de la variable alquiler (véase Weisberg

( lyHO)). Esta estimacicín se ha hechu para lus mudelos con 460, 451 y 443 datus. Los

resultados ^+e presentan en la tabla f^.

TABLA ó

FUNCIC)N DF_. VER{)SIMILITUD CON LAS VARIABLES EXPLICATIVAS CONTINUAS EN
LC)GARITMOS

^`'
n

-0,2 --0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0.4 0.5

460 + 4K66 - 4ti l b - 4775 -- 4745 - 4727 - 4721 - 4729 - 4750

45 I - 4635 - 4645 -- 4585 - 4574 -- 4574 - 4584 - 4605 - 4637

433 - 4493 - 44b9 - 4454 - 4447 - 4450 - 4464 - 448y ^ - 4524

De este análisis obtenemos las cunclusiones siguientes:

1. A1 eliminar valures atípicos, el máximo de la función de verosimilitud para ^. se

aproxima gradualmente a cero. E1 mdximo es 0,3 con todos los datos, 0,2 con 45 l y 0,1

cun 443. En este último caso un intervalo de confianza del 95 por 100 no incluye el cerc^

(iransformación log,arítmica ) como valur posible. Esto puede sugerir que tudavia existen

valores atípicus en el mcxielo. A pesar de estu, aceptaremos el logaritmo como trans-

formación adecuada, ya yue es razonable desde un punto de vista teórico y no se

cc^ntradice radicalmente pur la evidencia empírica.

2. Hemus cumprobac^u que la estimación ^ es prácticamente insensible a distintas

especificaciones de las variables explicativas
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Ke^pectc^ ^i la^ variahles exp[icati^ati, ya hemuti cumentad^^ que ^ie^de luti primeru^

mudelc^ti expluratcjriu^ existí^^n d^ ►das ^ohre ^i expre^ar lr^ti ^.ari^^hle^ C)C: UN y NPt_ cun

o tiin logaritmo^. E'ara dec id ir respec tu d etita c^^etitión, hemu^ realizadc^ ^,n ex^ ►erimento

t'acturidl 2 x 2, prohanclo Ids cumhinacic^nes pusihles cun y^;in Ic^garitmc^^, ^ie e^ta^ ^^_^-

riahles. l_a tahlti siguiente mue^tra lati tiumas euadr^ittic:a^ de lo^ re^iduuti para cada

comhinaciún de «fat tor^e^;» :

c^c u P LUC U P

N P^.. 45.34 4b.25

LN PL 44,22 45.14

Resulta indudable que el número de planta5 dehe ir en logaritmus, mientras que el añu

de ocupacián produce mejores resultados si n^ la transformamc^s. La conclusión es

razc^nable, ya que indica que es el tiempo de ocupación directamente quien influye

proporcionalmente sobre el alquiler.

La otra variable cuya especificación no era satisfactoria era la edad del edit^cio. Se

intentaron distintas especifieaciones no lineales de acuerdo cun el procedimiento suge-

rido por Box y Tidwell (1962); desgraciadamente, el algoritmo de c^lculo cc^rrespon-

diente nc^ resultó convergente. Finalmente, optamos por seguir el criterio siguiente: 1}

entre las transformaciones plausibles, elegir aquella que generase la menor suma cua-

drática de errores; 2) estudiar a continuación la pc^sibilidad de completar esa especifica-

ción con una o varias de las variables cualitativas EDS ly, ED4164 á EDÓ574. Este

camino condujo a elegir la transformación logaritmica corregida por la variable EDS 19.

Comu el coeticiente de LEDAD resultó negativo y el de ED ►S19 positivo, esta formula-

ción es consistente con la información que teniamos sobre el perfil de la relación:

c•c^tc^ris purihus, cuanto mayor es la edad del edificio menor es el alquiler de la vivienda,

exceptu para las editicaciones del siglo x^x, cuya solidez (u otras caracteristicas inob-

servadas) exigen una currección de alza.

Par^^ prevenir pc^sibles interaciones entre la especificación de la variable EDAD y las

variahles t)CUI' y NPL, repetimo^ el di^eño factorial 2 x 2 en presencia de LEDAD y

F:DSt9, conlirmando las resultados anteric^res.

5.3. LA SELECCIÓN DEL M()DELO FINAL

E^I ubjetivo final del modelo es prever los alquileres de merc:ado de las viviendas que

lo tienen controlado. Por tantu, un criteri^ relevante para selecciunar el número de
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regresc^res a incluir e4 el errc^►r cuadráticu medio de prediccián. Una estimacián de este

errur, que sirve para comparar distintos mc^delc^w, es el estadístico C^, de Mallows,

calculadc^ pur:

C^ -
SC' RP

+ 2,p -- n^2rs

dunde SCR^, es la suma cuadrática de lus residuos del modelo con ,^, regresores, á2 es

una estimación insesgada de la varianza de los residuos en el modelo con el máximo

número de variables y n es el númeru de datos. Si se dispone de K variables explicati-

vas pusibles, el estadístico Cn permite seleccionar qué conjunto p de variables maximiza

la capacidad predictiva del modelo (minimiza el error cuadrático medio).

Hemus utilizado este procedimiento para selecciunar el conjunto de variables cun

mayur capacidad predictiva. También hemus cuntrastadc^ si, cun este criterio es ade-

cuado añadir variables buuleanas para representar tas zonas geugrábcas, junto con las

variables continuas referidas a la localización de las vivíendas. EI resultadu fue nega-

tivu. Finalmente, se ha cc^ntrastado qué lista de variables geográficas es preferible, las

cuntinuas u las cualitati vas, resulviónduse la cuestión en favor de las primeras. E1 mejur

mudelc^ obtenidu se presenta en la última columna de la tabla 5 y tiene un C^ de 12,6

con 17 variables explicativas.

Una vez selecciunadca el modelu, hemos realizado eI estudio interno de cada una de

las observaciunes buscandu la presencia de valures anómalus, coeficientes muy depen-

dientes de algún datc^ y utras fuentes de errur de espeeificacicín. Los resultadc^s de este

estudiu de la metudol^gía que comentamos en las secciunes anteriores, pueden resu-

mirse como sigue:

u 1 EI máximo valor del estadí^;tico t para Ic.^s residuos studentizados es 3,5. Hay

también dos observaciones cc^n este estadísticc^ igual a 3,1. EI resto nu presenta

problemas. Estas tres ubservaciunes están situadas, sin embargo, cerca del centro de

gravedad de lus valores de las variables explicativas, por lu que el estadístico D; de

Cc^uk, que mide el efecto de cada ubservación sobre lus parámetros estimados, es bajo.

En tudu casu, nu existe ninguna observación con D^ alto. Así pues, concluimos que el

modelo ubtenidu es rubustu ante anomalías.

h) En lus gr^ificus de residuos nc^ aparece ninguna evidencia de yue existan errores

en la especificación de las variables. Su distribución es normal de acuerdu con un

contraste Kulmc^gorov Smirnov cun ^c = U,^^.

c) La situación de estimac:ión eti adecuada sin yue existan problemas de multicoli-

neaJidad, ya que el índice de cundicionamientu de la matriz x'x es sólu g,K (véase

Belsiey, Kuh y Welsh, 19^ 1).
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5.4. 1 NTERPRETACI^N EC(^NÓM1C'A

Terminado el análisis estadístico del modelo final, sólo resta referifse a la interpreta-

ción económica de los resultados de su estimación.

En primer lugar, el andlisis realizada permite cancluir que el K2 por 140 de las

diferencias entre los alquileres de las viviendas posi-ó4 del Area Metropolitana de
Madrid puede explicarse por las 17 características que resultaran empíricamente rele-

vantes. Como se indica en el apéndice, mientras que la información sobre característi-
cas estructurales era bastante campleta, la información sabre las características relacic)-
nadas con la lacalización geográfica de las viviendas era muy deficiente. ASí, nc^ es de

extrañar que estas últimas ---^I índice de accesibilidad ACC, el índice suciaeconómicu

ALTA y el índice de antigúedad de las edi^cacic^nes ANTIG- sólo expliquen el 4 pc^r

100 de la variabilidad ubservada en lus alquileres, frente dl 7K pc)r 100 explicadc^ por las
14 características e structurales. ( De ese 4 por 100, el 75 por 100 es atribuible a la

variable ACC). De haber contado con datos sobre el nivel de lus hienes públicc^s
locales, la contaminación de distintc^^ tipus c^ la distrib^^ción de usus del suelu nu
residenciales, es de esperar que la importancia relativd de las variables geográfica^►
hubiera sido mayur.

En segunda lugar, hay que destacar que todas las varidbles aparecen con el signo

esperado. En cuando a la interpretación de los coeficientes, cabe apuntar los c:omenta-

rios siguientes:

u) Las coeticientes de las variables explicativas yue iiguran en logaritmo5

-EDAD, M2, ECC)N y ACC- miden directamente la elasticidad. Así, par ejemplo, un

aumento del l0 por 100 de la superticie habitable en m2 conduce a un aumentu de casi
el 4 por 100 del alquiler -lu que indica que existen rendimientos a escala decreciente

respectu a esta variable. La elasticidad de -0,4 del índice de ac:cesibilidad puede que
sea algo baja: dos viviendas idénticas en cuanto a sus características estructurales y a
las características de lus barrios en que estén situadas, pero que difieran en un SO pur
100 del tiempo de transporte a los puntos céntricus de emplec^, tendrán una diferenci^^
en el alquiler de un 20 por 100. La elasticidad de 0,19 del número de plantas no tiene
una interpretación inmediata; tal vez lus edificios más altas sean en prumedic^ más
deseables por poseer alguna característica adicional yue nc^ yuedó recogida en nuetitra
encuesta. Finalmente, la elasticidad de -O,OK del estadu de c^nservación de las vivien-

das parece razanable.

b) Lus cueficientes de las variables ccantinuas yue apdrecen sin transformar

-OCUP, ALTA y ANTIG- representan el porcentaje en que suhiría el alquiler ante

un incremento unitariu de la característica correspundiente. El K por 1Q0 de la variable

años de ocupación es interpretable corn^ el índice de inflación anual de l^s alquileres

en el período 1965-1974. E1 premia que el mercadc^ establece por situarse en zonas más

modernas o de mejores condiciones sc^cioeconómicas es del ? y del 9 pur 100, respecti-

vamente.
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c^ )Otra manera de t'ac il itar ld interpretación ecuncimica de los resultadu^; del análi-
sis de re^resic^n es pur mediu dc^ luti precius implícitus de las características. Dada una
relación funciunal entre el alyuiler y el ^unjuntu de las varidbles explicativds, el precic^

implícitu de una varidble cuntinua nc^ es más que 1a derivada parcial de esa función
respectu de la variable en cuestión. En nuestro cdsu, como el alquiler aparece en
lugaritmos, !os prec ios implícitos nca son constantes para todas las viviendas. Para una
variable explicativa que aparezca también en Ir^gdritmas, cc^mo las m^, la función del
precic^ implícitu toma la forma

^ A L(„^ ^ 0, 39 A L(,^r , i_ 1, ..., 443

^^ M 2 M 2;

^1uandu la varidble está sin trdnsfurmar, cumca en el caso del índice ALTA

r' A L^C1

t^ALTA
= 0,09 A L(^; , í-- 1. ..., 443.

En la parte superiur de !a tabla 7 se presentan los precios implícitos de todas las

variables coniinuas evaluadus en la media.

d) De acuerdu cun Halvursen y I'almsquit { 19K0 ►), cuando las variables dependientes
aparecen en logaritmc^s, l^ expresión (e^i - I) 104, donde ^3^ es el cí^et^ic;iente de una
variable explicativa de tipo cualitativc^, se interpreta cumu et efectu purcentuaf en

purcentaje de la presencia del atributo de que se trate. Fn la parte inferior de la tab[a 7

se presentan estos efectos para el totai de las viviendas post-64.

En suma: a ► la bundad del ajuste es muy satisfa^ tc^ria si se tiene en cuenta que se

trata de datos de corte transversal; y b ► la explicación económica de las diferencias en

el alquiler en términas de las 17 variables explicativas del modelo final resulta, en

conj u ntu, razonable .

TABLA 7

EDAD OCUP M2 NPL ECON ACe6 ALTA ANT[G

Prec ios implíc itus de las variables
continuas en ptas/mes

_ ly _ 356 ^6` 16K - 7K - 45 394 -- 326

EDS19 CHHI P(^COS DOMAS TELF CALC GAR MUEB GCOM

Efecta porcentual s^r
bre el alquiler en ^h^ de

12 7 62 9 K--21 20,5 16,0 14,0 2^,3 29,0 13,3
Id presencia de lu5

, , ,

atributc^s cualitativos
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6. f:.,()N^..` LU Sl()N E S

Para prevenir la gran sensihilidad de mínimu^ cuadradc^s ante uh^ervaciunes atipicas,

se recomienda realizar un estudica internu de rc^bustez del model^ que punga de mani-

flesto, tanto las observaciones potencialmente intluyentes como ias que, de hechu,

ejercen una influencia clara en la estimación. La utilización de lus términus diagonales

de la matriz de proyección V es un buen indicador del primer aspecto, mientras que el

estadístico D; de Ccwk es una adecuada medida de lu segundu.

La utilización de estos cunceptos es importante poryue, como mostramu^ con un

ejemplc^ cuncretu, las decisiones subre la fc}rma t^unciunal del mc^de)c^ y subre la^

vdriables a incluir en el mismu pueden estar atectadus pur unds pucds anumalías. Ef

estudio internu de la muestrd, permite, además, decidir si la falta de normalidad en lu^

residuos puede ser debida a una contaminación de Id distrihucicín nurmal, ca se debe ^^

una í'alta de nurmalidad general de la distribucic^n.

Por último, la depuración de anomalías en nuestru ejemplo c:uncretu cunduce a un

mode lo con mayor se ntid o ec unóm icc^ y capac idad pred ic t i v d.

APENDICE S()BRE LAS VARIABLES UTILIIADAS

Durante lus últirnus diez años, en utros paíse^+ se ha acumuladu una gran experiencia

en cuanto a lus determinantes del valor de mercadca de las viviendas Ivéase, pc^r

ejemplc^, la revisión de la literatura en Ruiz-Castillo, lyK2 b). En general, las caracterís-

ticas empíricas relevantes se divicien en dc^s grupos. En primer lugar existe tuda una

serie de características estructurales de la vivienda u del edificic^ a la que ésta perte-

nece, cumu la superficie útil habitabie, las instalaciunes de distintu tipu, el añu y

materiale:^ de cunstrucción, el númeru de planta^, etc. En segundu lugar, c^uandu se

cuenta cun datus para ellu, se mcluye un cunjuntu de características relaciunddds cun la

lucalización espacial de la vivienda. A continuación expundremos ld información de yue

hemus dispuestu sobre los atributus de ambos tipus.

Para !as carac:teristicas estructurales se ha utilizadu l^^ infurmacic5n suministrada pur

la empres^^ C'13 TA. Esta encuesta nu estaba depurada. 1'ur cunsiguiente, de las 47^

uhservaciunes currespundientes a vivienciati pu^t-64 huhu yue prescindir de 13 yue

carecían de infurmacicín básica subre el alyuiler, los m ŝ de superficie habitable u el tipu

de editicios. Se rechazó, por tantu, el ?,7 pur 100 de las ubservacianes. De Ids 460

restantes, una carecía de datos sobre servicius higiénic:us y dos más subre el númeru de

plantas de edificio. Cun ubjetc^ de utilizdr una muestra del mayur tamañu pusible,

uptamus por asignar a esas tres observaciune^ los valures medic^s de las variables que

leti faltaban.
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E n m uc has uca^iunes, las v i v iendas pc^seen c^ nc^ pc^seen determi nados atri bu tos

cumu, pc^r ejemplu, calefacción central u una plaza de gardje. E^a re^tricción se ha

tenidu en cuentd a tr•avés de variable^ cualitdtivas que tuman el valor l ó 0, según que

ia vivienda pusea u c.-arezca de la caracteristica de yue se trate. En general, se ha

^eguido Id cc^nvención de tumar 1a ^ituación que se presenta en mayor númeru de veces

como situdción de referenc; ia. Así, pur ejempl^, dada la distribución porcentual del tipo

de edificios de las viviendas post-b4: viviendas «marginales^ (O,OSS pur 100), se ha

tumadu la medianería comu situación de referencia.

En lu que ^;e refiere a las variables continuds, conviene hacer las siguientes precisio-

ne ^+:

u ► En casu de subrugac ión, para el cómputu de la variable año5 de ocupac icín

(()C'L' f'^ se hd tomadu la fecha de1 cuntratu inicial.

h) Para la ^^ariable E DAD dispuníamus de dus tipus de datus: lus suministradus pur

el encuestadur y lus declarados por el inquilinu. En ambu5 casos se daba la fecha de

cunstrucción del edificiu u el intervalu dentru del cudi se llevó a cabu la construcción.

F'ur indicación de la empresa C'E:TA, se concedió mayur credibilidad a la infurmación

del encuestador. En mrucha^ uca^iunes hubu yue tumar el punto mediu del intervalu de

cunstrucción, lo cual uriginó ciertas discontinuidades en esta variable. Cuando todu lu

yue se sabía eti yue la fecha de cunstrucción pertenecia al siglu x^x, _se asignó a la

^'ariable EDAD el valur K5, supuniénduse, pur tantu, que el edificio Se construyó en

1 ^ŝ^0.

c^) La información subre el estadu de cc^nservación de los edificios venia dada pc^r

el encuestadur, yue añadíd una serie de puntus pur ^^ada uno de ochu tipvs de desper-

fectus que ^e ubservaran. Así, cuantu mayur es el valor de la variable ECC)N, peor es

el estad^^ de cunservación de la vivienda currespondiente.

E-;n cuanto a las caracteristicas relacionadas cun la lucalización de la vivienda, se ha

utilitadu ^ubre tudu int^urmación suministrada por CC)PLACU. Para intentar detectar la

influencia subre el alyuiler mensual de la naturaleza del área en yue las viviendas

post-64 esti^n ^ituadas, seguimus dus rutas alternativas: la cunstrucción de variables

cualitativas y la cun^irucciór^ de variables continuas,

Para muchos propósitus, CC)PLACO agrega las zonas de transpurte en 9g zonas

de análi^is de actividades. Por nuestra parte, cumbinandu criterius sucioeconómicu5 y

cie prc^ximidad gec^gráfica cun las limitaciones q^je nus impanía el n ŭmeru de ub^erva-

ciunes c:un que cc^ntábamos, agregamus ^implemente lati ^K zunas de análi^i5 en nueve

macrc^zonas y construimu^, por tanto, uchu variables cualitativas, cada una de las

cuale:^ tumaba el valur 1 si I^^ vivienda pertenecía a la macruzond currespondiente.
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Pc>r c^tra parte, tie cuntitruyerc3n tiiete variables cuntinuas. La prirnera eti un indice

punderadu de accesibilidaci a 1c^s barrius de C c^rtes y Sul, Justicia y l^niversidad,

Uelicia^ y t_egazpi. Reculetc^s y Castellana, ^'uatro C.̂ `aminc^^► y Argiielles, dc^nde se

cuncentra casi el 2^ pc^r 100 de los puestus de trabdju del Area Metrc^politana de

Madrid. Los coefi^ientes de ponderación reFlejan la importancia relativa del empleo en

cada una de esas z_c^ ► nas respecto del tc^tal en el cc^njunto de las mismas. La accesibilidad

viene medida en minuios de transporte privado y transporte público, p^^nderadus pc^r la

tasa de utilización relativa de ambos modus para lus desplazamientus pc^r tc^dos Ic^s

mc^tivus dentru de nuestra zona geográfica.

l.as tres variables siguientes representan características ^c>cioecc^nórnicas de las

distintas zunas de análisis: la densidad de publación medida en habitantes pc^r km2, la

renta familiar media según COPLAC(J y un índice del nivel suciuecc>nómic:u, cc^nsis-

tente en el primer compunente principal que explicaba el 34 pur 100 de la varianza de

un cunjunto de 12 variables que recc^gían diferentes aspectc^s de las zunas de análisis.

La quinta y la sexta variables se cunstruyeron también pur medio de la técnica de

lc^s cornponentes principales aplicada a cinco variables que describían distintus rasgos

de las edificaciunes de cada una de las z^nas de análisis. Los f'actc^res de carga

permitieron interpretar el primer cumpunente principal --que explicabd el 3K p^r 1a0 de

la varianza-- cc^mc^ índice de la antigiiedad de Ic^s edificios de cada zcana, y el segundo

componente -que explicaba un 2t por 100 adicianal de la varianza-- comu un indica-

d^^r del gradc^ de chabc^lismu y marginalidad.

1~inalmente, de tuda la gama de varíables yue podría recuger la actuación del sectc^r

público local, sólc^ hemos podídc^ cuntar con lc^s puestos de preescc)lar y EGB pc^r 1.000

habitantes, que mide de alguna forma la oferta de servicios educativos de esta natura-

leza en las di^tintas zunas de análisis.

En resurnen, esta lista de variables constituye una primera aprc^ximación bastante

limitada a la medición de los atributos determinantes de la calidad de las zunas de

análisis.

En este apéndice resta tan sóio referirn^s a las dificultades de medición del alquiler

de las viviendas. En todo estudio de este tipu es siempre difícil decidir si la cantidad

yue figura en el recíbo mensual correspc)nde sc^lamente a! preciu del arrendamientc^

propiamente dichc^, c^ incluye también pagc^s por c^trc^s cunceptc^s cc^mo la calefacción

central o los gastas comunes del edificio.

En nuestro casu, cc^ntábamus cun infc^rmación sobre si los pagc^s pur agua fría c^

caliente, gas/carbón, calefacción o gastc^s cumunes, estaban u nu incluid^s en utrc^

cc^ncepto. Pero desconocíamus si ese c^ncepto era o no el propio reciba del alquiler.
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Además, ni siyuiera fue pusihle estimar con suticiente tiahilidad Id media de ios pagos

pc^r lc^s distintu5 servicius irtdic^adc^s.

f:n cunsecuencia, uptamus por no depurar en absulutu la variable alquiier para llegar

a una cifra neta de pagus pur utrus servicius, En su lugdr, construirnc^s tres variabtes

cualitdtivas que tumdn el valor l si el inquilin^ declara, respeetivamente, que los gastos

cumunes, la calefacción o el agua caliente estdn incluidus en otro concepto. De esta

formd cunfiamos en cuntrolar lus p^osibles efectos sobre et atquiler de que se den

cualquiera de estas situaciones.
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S ljMNl ARY

Thi^ work ^^naly^e^ procedure^; t^^r rohustit'ication of' the lineal mo-

dtl. We cumpare the acivantage:^ c^t^ using a rob^^^t estimating ^rc>cedure

h^i^eci un M-etitim^^tor^ with an iniernal analysi^ af the ^tregth ot' the mini-

mum tahle^+ and the sample. 'Theoretical advantage of this latter point are

tihuwn and application i^ illusirated hy means ot^ the construction of an ex-

plicative mc^del ot' the determinating tactors af rents in the metropolitan area

ot^ M ad rid .
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