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Ejercicios de Vectores Aleatorios

Ejercicio w2

Calcular la funcion de densidad conjunta y las marginales
correspondientes a la siguiente funcién de distribucion conjunta,

F(xy) = (1-e*)(1-e )

conx>0,y>0,a>0y3>0.
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Ejercicios de Vectores Aleatorios

Ejercicio w2

Calcular la funcion de densidad conjunta y las marginales
correspondientes a la siguiente funcién de distribucion conjunta,

F(xy) = (1-e*)(1-e )

conx>0,y>0,a>0y3>0.

SOLUCION:

f(xy) =apge "y
fx(X) =ae ¥
fy(y) = se?
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Ejercicio vs
El tiempo total (en horas) que permanece un cliente en un determinado restaurante se
divide en:

Y, = tiempo de espera hasta que se sirve el primer plato;

Y, = tiempo desde ese momento hasta que el cliente sale del restaurante (es decir,
tiempo de comer y pagar).

Las variables aleatorias Y; e Y tienen distribucién conjunta dada por:

et 0<y, ¥ < oo;
f(y1,¥2) = { 4 o N2 =

Calcular:

a) La probabilidad de que el cliente pase mas de una hora en el restaurante;
b) Las distribuciones marginales de Y; e Y>.

c) La probabilidad de que un cliente tarde en ser servido més de una hora.
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Ejercicio s

El tiempo total (en horas) que permanece un cliente en un determinado restaurante se
divide en:

Y, = tiempo de espera hasta que se sirve el primer plato;

Y, = tiempo desde ese momento hasta que el cliente sale del restaurante (es decir,
tiempo de comer y pagar).

Las variables aleatorias Y; e Y, tienen distribucién conjunta dada por:

et 0<y, ¥ < oo;
f(y1,y2) = { i et

Calcular:

a) La probabilidad de que el cliente pase mas de una hora en el restaurante;
b) Las distribuciones marginales de Y; e Y>.

c) La probabilidad de que un cliente tarde en ser servido més de una hora.

SOLUCION:
a) Pr(Y1+Y2>1) =2/¢

b) fry(y1) =™ y1>0 y fy(y2) =€ y,>0
c) Pr(Y1>1)=1/e
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Ejercicio e

Un vector aleatorio (X, Y) esta distribuido uniformemente en el cuadrado de vértices
(1,1), (1, -1), (-1,1) y (-1, —1), es decir, la funcién de densidad conjunta es:

Determinar la probabilidad de los siguientes sucesos:
a) X24+Y2<1;
b) 2X-Y > 0;
o) IX+VY| <2
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Ejercicio e

Un vector aleatorio (X, Y) esta distribuido uniformemente en el cuadrado de vértices
(1,1), (1, -1), (-1,1) y (-1, —1), es decir, la funcién de densidad conjunta es:

1 .
2, —-1<xy<1
4’ _— el P il
fooy) { 0, resto.

Determinar la probabilidad de los siguientes sucesos:
a) X24+Y2<1;
b) 2X-Y > 0;
o) IX+VY| <2

SOLUCION:

a) Pr(X2 +Y?2 <1) =1/4
b) Pr(2X —Y > 0) = 1/2;
o) Pr(X+Y| <2 =1
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Ejercicio e

La variable aleatoria bivariante (X, Y) esta definida en el rectangulo OBCD.
0=(0,00 B=(13,00 C=(1,2) D=(0,2).
con funcién de densidad

f(x,y) = ky?.

a) Determinar el valor de k;

b) Calcular las densidades marginales;

c) Calcular las densidades condicionadas f (x|y), f(y|x);
d) ¢Son X e Y independientes?

e) Calcular Pr(Y — 2X < 0).
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Ejercicio e

La variable aleatoria bivariante (X, Y) esta definida en el rectangulo OBCD.
0=(0,00 B=(13,00 C=(1,2) D=(0,2).
con funcién de densidad

f(x,y) = ky?.

a) Determinar el valor de k;

b) Calcular las densidades marginales;

c) Calcular las densidades condicionadas f (x|y), f(y|x);
d) ¢Son X e Y independientes?

e) Calcular Pr(Y — 2X < 0).

SOLUCION:
a) k=23/8;

) fx() =1 0<x<1 y fy(y)=3y? 0<y<2
0 f(dy) =1 0<x<1 y fyx)=3? 0<y<2
d) f(xy) = fx(x)fy(y) = son |ndepend|entes,

e) Pr(Y < 2X) =1/4.
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Ejercicio

Dado el vector aleatorio bidimensional (X, Y), cuya funcién de densidad es
f(xy) =24y(1 —x—y).

en el triangulo limitado por los ejes y la recta X+ y = 1, y cero en otro caso.
Hallar el valor de E[Y|X].
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Ejercicio

Dado el vector aleatorio bidimensional (X, Y), cuya funcién de densidad es
f(xy) =24y(1 —x—y).

en el triangulo limitado por los ejes y la recta X+ y = 1, y cero en otro caso.
Hallar el valor de E[Y|X].

SOLUCION:

1—x
fx(x):/ 2y(1—x—y)dy=4(1-x° 0<x<1
0

_fxy)  24y(1-x-y) _1-x-y

fy[x) = o0 Al Y aowp O<Y<iX
[ 1-x—y 6 1-x _1-x
B = [y (o) = s YAy = 2
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Ejercicio

Si sabe que una Laplace Lap(\) verifica que es igual a la diferencia de dos
exponenciales independientes de igual pardmetro )\, dar el pseudocédigo para generar
una Lap(A = 3).

Bernardo D’Auria (UC3M - G.I. de Sistemas Audiovisuales)  Otros 711
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Ejercicio

Si sabe que una Laplace Lap(\) verifica que es igual a la diferencia de dos
exponenciales independientes de igual pardmetro A, dar el pseudocdédigo para generar
una Lap(A = 3).

SOLUCION:
Hay que recordar que para generar una Exp(\) hay que utilizar el método de la inversa
que proporciona en este caso que si U ~ U(0, 1) entonces
1
- el e iy

Por lo tanto el pseudocdédigo para generar una Lap(\ = 3) es:

@ Generar ul (segin una U(0, 1)).

@ Generar expl (con la expresion —% log(1 — ul))

@ Generar u2 (segiin una U(0, 1)).
@ Generar exp2 (con la expresion —% log(1 — u2))

@ Generar lap a través de la expresion expl — exp2.
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SOLUCION TEORICA: 1/2

Usando la transformaciones de vectores aleatorios con

X1 ~ Exp(A) y Xo ~ Exp(A), X1 L Xo ¥

X = (X1, X2) yY = (Y1, Y2) = (X1 — X2, X2)

se obtiene que
fy (y1,2) = A2e™ A0n2%2)

en el recinto y, > max{0, —y; }. Calculando la densidad marginal L = Y; ~ Lap(})
A
) =75 e M 1eR,

y la funcién de distribucién marginal es igual a

EAI -

el <0
RO={ 2’

1-2 1>0

Bernardo D’Auria (UC3M - G.I. de Sistemas Audiovisuales)  Otros 8/1



Ejercicios de Vectores Aleatorios

SOLUCION TEORICA: 2/2

Para generar una Lap(\) podemos generar una U ~ U(0, 1) y luego
transformarla segin la transformacioén

L=F'(V)

donde
+3 log(2u), u<1/2;
FrH(u) =
—%log(2—2u), u>1/2.

por lo tanto el codigo para generar un valor distribuido segln L sera

u=rand(1, 1);
| =(u<.5)*l og(2+u)/3-(u>=.5)*l og(2-2+u)/3
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COMPARAR LAS DOS SOLUCIONES:

Cobico 1

u=r and( 10000, 2);
x=-log(1-u)/3+[1;-1];
hi st ( x)

CobIGo 2

w=r and( 10000, 1) ;
| =(w<. 5). « (1 og(2+w)/ 3) - (w>=. 5). *(1 0g(2- 2xw)/ 3) ;
hist(l)
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EJerCICIO SEP2007 ING. TEL. (P1)

Sea X v.a. con funcién de densidad Laplace, Lap()), con f(x) dada por

A
f(x) = Ze M,
() 2

a) Determinar X para que f(x) sea efectivamente funcién de densidad.

b) Determinar F(x) y comprobar que cumple las cuatro propiedades de una funcion
de distribucién (F(—oo) = 0, F(4+o00) = 1, monétona no decreciente y continua por
la derecha).

c) Calcular Pr(X > 0).
d) Determinar la media, la mediana y la moda.

e) SiXy,Xz va.ii.d.~ Exp(\) y se define Y = X1 — X2, ;,qué modelo tedrico sigue la
v.a. Y ? ¢Es la funcién idénticamente nula?

f) Basandose en apartados anteriores, dar en pseudocédigo MATLAB un algoritmo
para generar Lap(A = 3).
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Ejercicio

Una mancha de fuel debida a un vertido se encuentra en la situaciéon mostrada en la
figura. El avance diario de la mancha en direccién Este viene caracterizado por una
N(20km, 5km), mientras que el avance diario en direccion Sur viene caracterizado por
una N(26km, 10km).

Zona de Emergencia

Costa B a) ¢Cudl es la probabilidad de que al cabo
v 507 Y de tres dias la mancha haya alcanzado la
Este
costa A?

Si tomamos la v.a. bidimensional Normal for-
50 mada por los avances en ambas direcciones y
con coeficiente de correlacion p,

b) Considerando p = 0, ¢cuél es la
probabilidad de que en un dia la mancha
% haya llegado la zona de emergencia de

75 Costa B

las dos costas?

150
& Costa A c) Considerando p = 0.25, ¢cual es la
Zorld Elrergencia Costaly probabilidad de que en un dia la mancha
esté mas cerca de la costa A que de la
costa B?
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SOLUCION TEORICA: 1/2

X i Avance en direcciéon Este enundia X ~ N(20,5)
Y : Avance en direccién Surenundia Y ~ N(26,10)

Y1 + Yo 4 Y3 ~ N(3 x 26,/300) = N(78,17.32)
Pr(Yi+ Y2+ Yz > 100) = Pr(Z > (100 — 78)/17.32)
1—Pr(Z < 1.27) = 1— 0.898 = 0.102.

a)

Pr(X > 25,Y > 25) Pr(X > 25) Pr(Y > 25)
Pr(Z > (25— 20)/5) Pr(Z > (25 — 26)/10)
(1-Pr(Z<1)(1-Pr(Z< —0.1))

= (1-0.8413)Pr(Z < 0.1) = 0.1587 x 0.5398 = 0.0856.

Bernardo D’Auria (UC3M - G.I. de Sistemas Audiovisuales)  Otros 13/1



Ejercicios de Vectores Aleatorios

I
SOLUCION TEORICA: 2/2
c)
PIX<Y) = P(M=X-Y<0)
EM] = E[X] —E[Y]=20—26=—6
Var[M] = Va[X]+ Var[Y] — 2Cov[X, Y] = Var[X] + Var[Y] — 2poxoy
= 52410°—2x0.25x5x 10= 100
Pr(M <0) = Pr(Z< (0+6)/10) = Pr(Z < 0.6) = 0.7257.
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Ejercicio o

Sean X e Y dos variables aleatorias con varianzas
Va[X] =2y ValY] =4

y covarianza
Cov[X,Y] = —2.

Hallar la varianza de la variable aleatoria Z = 3X — 4Y + 8.
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Ejercicio o

Sean X e Y dos variables aleatorias con varianzas
Va[X] =2y ValY] =4

y covarianza
Cov[X,Y] = —2.

Hallar la varianza de la variable aleatoria Z = 3X — 4Y + 8.

SOLUCION:

Var[zZ] = 9Var[X] + 16Var[Y] — 12Cov[X,Y] = 9 x 2+ 16 x 4 — 12 x (—2) = 106
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EJerCICIO SEP2006 ING. TEL. (C2)

Sean X, Y variables aleatorias independientes, cada una con distribucién exponencial

con media 1.

Se definen las variables aleatorias U y V como:
U=X/(X+Y),
V=X+Y.

Encuentra la funcién de densidad conjuntade U y V.
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EjerCICIO SEP2006 ING. TEL. (C2)

Sean X, Y variables aleatorias independientes, cada una con distribucién exponencial

con media 1.

Se definen las variables aleatorias U y V como:
U=X/(X+Y),
V=X+Y.

Encuentra la funcién de densidad conjuntade U y V.

SOLUCION:

Y

fuvy(Uv)=ve " 0<u<lv>0
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EJ el’CICIO CPC4A_92_0607(C2)

Sea (X, Y) v.a. bidimensional continuo con X e Y independientes y sea

U=InXyV=InY

a) Calcular la funcion de densidad conjunta fy v (u, v).
b) Determinar las funciones de densidad marginales.
c) ¢Son Uy Vindependientes? ¢ Son incorreladas?
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EJ el’CICIO CPC4A_92_0607(C2)

Sea (X, Y) v.a. bidimensional continuo con X e Y independientes y sea
U=InXyV=InY
a) Calcular la funcion de densidad conjunta fy v (u, v).

b) Determinar las funciones de densidad marginales.
c) ¢Son Uy Vindependientes? ¢ Son incorreladas?

SOLUCION:

a) fuv(u,v) = fx(e") e'fy(e") e

D) fu(u) = fx(e") ey fv(v) = fy(e") €".

c) Uy V son independientes y por tanto también incorreladas.
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