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Ejemplo

Considerar la oscilacion aleatoria
X(t) = cos(2nft+ B D),

donde f es una constante real, ® es una variable aleatoria uniforme en
[-7/2,7/2], y B es una variable aleatoria discreta, independiente de 9, tal
quePr(B=0)=pyPr(B=1) =gq.

Definir y calcular la esperanza de la variable aleatoria X(r).
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Ejemplo

Considerar la oscilacion aleatoria
X(t) = cos(2nft+ B D),

donde f es una constante real, ® es una variable aleatoria uniforme en
[-7/2,7/2], y B es una variable aleatoria discreta, independiente de 9, tal
quePr(B=0)=pyPr(B=1) =gq.

Definir y calcular la esperanza de la variable aleatoria X(r).

SOLUCION:

px(t) = (p + qi) cos(2m f 1)
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Ejercicio

A partir de los procesos estocasticos X(7) e Y(¢) incorrelados y de media cero, con funciones de
autocorrelacion Rx(t1,%2) y Ry(t1,12) respectivamente, se forma el proceso

Z(@) =X(@) +1Y(1).

a) Calcular la funcién de autocorrelacién de Z(r).
b) El proceso formado, ¢ es estacionario en sentido débil?
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SOLUCION:

a) Calcular la funcién de correlacion de Z(t)
La funcion de autocorrelacién de X(7) es Rx(11,t,) = E[X(71)X(#2)] y andlogamente para Y (7).
Ademads, por tratarse de procesos incorrelados,

Cxy(t1,) =0
o, de forma equivalente,
E[X(t:)Y(5)] = px (t:)py () = 0.
Por tanto,
Rz(t1, ) = E[Z(11)Z(12)] = E[(X(11) + Y(11)t1) (X (22) + ¥ (12)12)]
= Rx(t1,1) + 1112Ry (11, 12)
b) El proceso formado, ¢es estacionario en sentido débil?.

La media es independiente del tiempo porque es nula pero la correlacién no depende solamente
de la distancia entre dos tiempos considerados. Por tanto, el proceso NO es estacionario en
sentido débil.
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Ejercicio

Sean X, X», . . . variables aleatorias continuas, independientes, de media nula y varianza uno.
Sea X(n) el proceso estocastico discreto en el tiempo definido por

n
X(n)=> Xeconn=1,2,...
=1

y sea
Y(n) = X(n+ N) — X(n) con N constante

a) Calcular la media y la autocorrelacion de X(n).
b) ¢Es X(n) estacionario en sentido débil?

c) Obtener la funcién de densidad de primer orden de Y(n) suponiendo N grande.
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SOLUCION: 1/2

a) Calcular la media y la autocorrelacion de X(n).

=3 x

n
=Y EX]=
k=1
que no depende de n. La autocorrelacion de X(n ) por

R (nl,nz)—]E[X(l’ll)X(nz [(Zxkl) (Zz Xk2>:|
k=1 ky=1

La media de X(n) viene dada por
px(n) = E[X(n)] =

n ny n ny
:]E[(X1+...+X,,l)(X1+. Z Z]E[Xklxkz = Z Zwklkz
k=1ky=1 k=1ky=1

_ [ EXF =Vall+ EXd)’ =1, h=k=k
Wak = o, B 2 o
con lo que

., Rx(nl,nz) = min(nl,nz)
que no es funcion de m = n, — n;.
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SOLUCION: 2/2

b) ¢Es X (n) estacionario en sentido débil?

X(n) NO es estacionario en sentido débil, porque no cumple simultdneamente que la funcién media no
dependa de n y que a la vez la funcién de la autocorrelacién sélo dependa de m = n, — n;.

c) Obtener la funcion de densidad de primer orden de Y (n) suponiendo N grande.

Dado que Y(n) = X(n + N) — X(n) = S35 X — S5p_ Xi = S°(20, | Xi, por el Teorema Central del Limite
se tiene que para N grande Y(n) ~ N(py, oy)
siendo
n+N
uy =E[¥(n)] =E [ > xk} =EXut1]+ ... +EXyn] =0+...+0=0
k=n+1
n+N
oy = VarlY(n)] = Var | 3 X | % VarKupa] + ...+ VarX,qn] = 1+... + 1 =N
k=n+1

Por tanto la funcién de densidad de primer orden de Y (n) suponiendo N grande es

0 = < (- 50
y\y) = SN P ZN) .
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Problema vector discreto

En un sistema de comunicacién se utiliza la siguiente sefal aleatoria
Y(r) = Asin(wr + ®) + B
donde ® ~ U|0,2n] y la funcion de masa del vector aleatorio (A, B) es

Pr(A =a,B =b) = % ac{1,2,3},be{l,...,a+1}.

Calcula:
a) La media del proceso Y ()
b) La autocorrelacién del proceso Y(r)
c) Calcula la estacionariedad débil y la ergodicidad del proceso.
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SOLUCION: a)

Las funciones de masas marginales de A y B son iguales a

3 .
i 1 m, bzl,

00 ¢ ) 3
10° b:27

PA=a)=< 3, a=2; PB=b)=¢ °
10 1 p=13;
6 4 - <
o 4= 2 p=4

[}
[=)

a) La media del proceso Y (t).

py(t) = E[Y(¢)] = E[A sin(wf + @) + B]
= E[A] E[sin(w? + ®)] + E[B]

o
Ay
i
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SOLUCION: b)

b) La autocorrelacion del proceso Y(t).

Ry(t,t +7) = E[(Asin(wt+ @)+ B)(Asin(w(t+ 1) + @) + B]
= E[A%sin(wt + ®) sin(w(t + 7) + ®)] + E[B?]
+E[ABsin(wt + ®)] + E[ABsin(w(t + 7) + P)]
2 E[A%) E[sin(wt + ®) sin(w(t + 7) + ®)] + E[B?]
+E[AB] E[sin(wt + ®)] + E[AB] E[sin(w(t + 7) + ®)]
cos(Tw)

= E[AY 5

+ E[B?]

123

= gcos( )+ =~
— W)+ 25

20
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SOLUCION: ¢)

c) Calcula la estacionariedad débil y la ergodicidad del proceso.
El proceso es estacionario en el sentido débil pero no es ergddico. De hecho

=

=
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=
B
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&

e A2
Aim o= - Y(O)Y(t+ 7)dT = ol cos(Tw) + B>.

Rr(T)

que quiere decir que la media temporal y la autocorrelacién temporal son
variables aleatorias y no constantes.
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