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Ejercicio

El tiempo en minutos que un ordenador tarda en ejecutar una tarea es una v.a. Y ~ Exp(X).
Para hacer un estudio de la evolucién temporal del sistema se construye el proceso estocastico X(t) definido
como el tiempo que resta para completar la tarea sabiendo que ya ha consumido t minutos.

a) Determina E[X(1)], Var[X(t)], E[X(t)?].
b) Indica si cada una de las funciones del apartado anterior depende del tiempo e interpreta el resultado.
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Ejercicio

El tiempo en minutos que un ordenador tarda en ejecutar una tarea es una v.a. Y ~ Exp(X).
Para hacer un estudio de la evolucién temporal del sistema se construye el proceso estocastico X(t) definido
como el tiempo que resta para completar la tarea sabiendo que ya ha consumido t minutos.

a) Determina E[X(1)], Var[X(t)], E[X(t)?].
b) Indica si cada una de las funciones del apartado anterior depende del tiempo e interpreta el resultado.

SOLUCION:
El proceso X(t) se define como X(t) = max{0,Y — t}.
a) mx(t) = [femax{0,y—t}xe NVdy= [[F(y— e Vdy= te Y

VarX(t)] = e (2 - e‘“);

EX(t)?] = e "

b) Todas las funciones del apartado anterior dependen de t. Es decir que el proceso X(t) no es estacionario,
tampoco en el sentido débil.
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EJerCICIO TEL.TEC.FEB.2007.C3

Sea X(t) un proceso normal y débilmente estacionario con E[X(t)] =0y
funcién de autocorrelacion Ry(7) = 1/(1+ 72):

a) Calcula la probabilidad de que X(0) + X(1) — X(2) sea positivo.
b) ¢Son X(0) e Y = X(0) — 2X(1) variables aleatorias independientes?
Justifica la respuesta.
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SOLUCION: 1/2

a) Calcula la probabilidad de que X(0) + X(1) — X(2) sea positivo.

Como X(t) es un proceso normal, entonces la variable aleatoria
X(0) + X(1) — X(2) es Normal con media:

E[X(0) + X(1) — X(2)] = E[X(0)] + E[X(1)] — E[X(2)] = 0+0—-0=0

Dada la simetria de la densidad de una distribucién normal respecto a su
media, tendremos que

Pr(X(0) + X(1) — X(2) > 0) = %
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SOLUCION: 2/2

b) ¢Son X(0) e Y = X(0) — 2X(1) variables aleatorias independientes? Justifica la
respuesta.

Como X(t) es un proceso estocastico normal, la variable aleatoria bidimensional (X(0), X(1)) tiene también
distribucién normal. Nos preguntan si X(0) e Y = X(0) — 2X(1) son independientes. Entonces la variable
aleatoria bidimensional dada por

( XS/O) ) - ( X(O)XEOZ)X(l) ) - ( i 32 ) ( §E§)§ )

tiene distribution normal. De este, modo las variables X(0) e Y = X(0) — 2X(1) son independientes si y sélo si
su covarianza es igual a cero. Para ver si es asi, calcularemos
Cov[X(0), X(0) — 2X(1)] = E[X(0)(X(0) — 2X(1))] — E[X(0)]E[X(0) — 2X(1)]
= E[X(0)* — 2X(0)X(1)] = E[X(0)°] — 2E[X(0)X(1)]
=Rx(0) —2Rx(1) =1—1=0.

Por tanto las variables aleatorias X(0) e Y son independientes.
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Problema con v.a. no independientes

Sea
X(t) = Asin(wt + @)

un proceso estocastico con Ay ® dos variables aleatorias con funcién de
densidad conjunta dada por

K, + |ral < 7;
fo,al¢:8) = { 0 |r(g|sto.| |

a) Determinar la constante k para que fs A sea una funcion de densidad.
b) Calcular la funcion de media y de autocorrelacion del proceso X(t).
c) Estudiar la estacionariedad de X(t) en sentido estricto y en sentido débil.
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SOLUCION: a)

a) Determinar la constante k para que fo A Sea una funcion de densidad.

a Descomponiendo la desigualdad |7a| + |¢| < 7 en las
1 cuatro desigualdades
a< 1-—¢/n
— 0 T a>—1—¢/n
1 a< 1+ ¢/m
a>—-1+¢/r

se obtiene el recinto PR de la funcién fphi A dado en la figura.
Como el area de R es igual a 27 resulta que k = 1/27.

A continuacion vamos a llamar con 91 la parte derecha del recinto, es decir Rt = % n (R x R) y con
MR~ = N\ R la parte izquierda.
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SOLUCION: b) 1/3

b) Calcular la funcién media y de autocorrelacion del proceso X(t).
Como las V.A. Ay ® no son independientes tenemos que

px(t) = E[Asin(uwt + 3)] = // asin(wt + ) fo. (e, a) dade
(e

// aF // asin(wt + ¢) df;itﬁ

(pa)eR™  (o,0)eRT

k3
0 @+ dad 1—*> dad
:/ sm(wt+¢)/ i +/ sn(wt—i—qb)/ ¢
p=—m —<1+£) a- 2m
o _ (1+%) do
= / [sin(wt + ¢) + sin(wt — ¢)] / ada|] — =0
— —a+2) 2m
siendo &
a+2) Q2] =)
/ ada= | — -0
—a+) 2l_arg)
o
U
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SOLUCION: b) 2/3

De forma anéloga para calcular la funcién de autocorrelaciéon tenemos que

Rx(te, t2) = E[AZsin(wts + ®) Sin(wtz + &)] = // @ sin(wty + 6) Sn(wtz + ¢)
(¢, 0)eR

dado
27

+2)
= / / ) a?[sin(wty 4 ¢) sin(wty + ¢) + sin(wty — ¢) sin(wty — ¢)] dad¢>
1+

y utilizando la formula  sin(c) sin(3) = % cos(a — 3) — % cos(a + 3)

2
= / /(1+ a® cos(w(ty — t)) a:¢

<1+¢>

dad
/ / 2[c0s(w(ts + t2) + 26) + cOs(w(ty + t2) — 26)] B2 _ 1, 1.
1+ d> 4
La primera integral, 11, es igual a

ll:cos(w(tl—tg))/ { }

= 1—12 OOS(w(tl = tz))

(1+ )

dg = Pt — 1)) /0 <1+f>3d¢
3r . ™

-+2)
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SOLUCION: b) 3/3

Utilizando la féormula  cos(a + 3) + cos(aw — 3) = 2cosa cos 3, la integral I, es

t t 0 a+2)
I, = w/ COS(2¢) / az da | do
2m - —+2)
210+5)
cos(2¢) { ] do
3 ¢
-(+)

= M/ cos(2¢) ( ¢>3d¢ = w /01005(2fo 2m)xdx

t t
= %;Jrz)) / cos(2mx)xdx
0

_ cos(w(tl + t2)) /

y utilizando tres veces la integracién por partes obtenemos

_ cos(w(t +t2)) (i) _ cos(w(ts +t2))
- 3 472 ) 472

Al final
cos(w(ty + t2))

1
Rx(t1,t2) = 2 cos(w(ty — t2)) — ™
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SOLUCION: C)

c) Estudiar la estacionariedad de X(t) en sentido estricto y en sentido débil.

Como Rx(t1, t2) no depende solo de 7 = t; — t, sino también de t; + t, el proceso NO es estacionario en el
sentido débil y por lo tanto tampoco en el sentido estricto.
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