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Tema 4: Variables aleatorias multidimensionales

Los contenidos a desarrollar en este tema son los siguientes:

= Distribucién conjunta de probabilidad

Probabilidad /densidad marginales y condicionadas

Independencia

Covarianza, correlacién

Esperanza de g(X,Y'), esperanza y varianza de suma/diferencia

Lecturas recomendadas:

= Capitulos 5y 6 del libro de Newbold, Carlson y Thorne (2009).

= Capitulo 6 del libro de Pefia (2001).
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Distribucion conjunta de probabilidad

Distribucion conjunta de las variables aleatorias discretas X e Y es la
funcién p(z,y) que expresa la probabilidad simultanea de que X tome el valor

x eY tome el valor y

Propiedades

» 0 < p(x,y) <1 para todos los valores de x e y

. Zx Zyp(x,y) =1
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Distribucion conjunta de probabilidad - Ejemplo

Ejemplo
X = numero de tarjetas de crédito

Y = nimero de compras por semana

La funcidén de masa conjunta de probabilidad es

xX\vy| o 1 2 3
1008 007 004 0,01
21010 035 0,26 0,09
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Distribucion conjunta de probabilidad

Sean X e Y variables aleatorias continuas, su funcién de densidad conjunta
de probabilidad, f(x,y), es una funcién con las propiedades

» f(x,y) > 0 para todos los valores de x e y

= el volumen debajo de la funcién de densidad de probabilidad cuando se
abarcan todos los valores e X e Y es1 ([ [ f(z,y)dxdy = 1)

Ejemplo f(z,y) =x+y,donde 0 <2 <1, 0<y<1

1,1 1 [ 2
//f(x,y)dxdy:/ / (:E+y)d:cdy:/ x—era: dy
o Jo o | 2 0
1
1 /1 y g2
/0 <2+y Y=137 73 0
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Probabilidad marginal de variables discretas

La funcidn de probabilidad marginal de la variable discreta X, es la fun-
cion de probabilidad que se obtiene sumando las probabilidades conjuntas
correspondientes a todos los valores posibles de la variable Y:

paz(x) — Zp(xa y)

Analdégamente, para la variable Y, se obtiene sumando en todos los valores
posibles de la variable X:

py(y) =Y p(z,y)
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Probabilidad marginal de variables discretas - Ejemplo

Ejemplo
X = numero de tarjetas de crédito

Y = nimero de compras por semana

Las funciones de masa marginales son

X| 1 2|
x|0,2 O,8|1

Y| 0 1 2 3 |
y|018 042 030 0101
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Densidad marginal de variables continuas

La funcién de densidad marginal de |la variable continua X es

f:c(x) —

Al igual con la variable Y

fy(y) —

| .y

/f(w,y)dw

Ejemplo f(z,y) =x+y,donde 0 <2 <1, 0<y<1

fa(z)

/01(93 +y)dy =

/01(33 + y)dx =

y
a:y—|—2
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Esperanza y varianza de la variable aleatoria

m Para las variables discretas

E[X]=py =Y ap.()

Ejemplo

.m-
o

=1(0,2) +2(0,8) = 1,8
= (1°(0,2) 4 2%(0,8)) — (1,8)* = 0,16
DT[X]=+/0,16 = 0,4

.<.
Lo
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Esperanza y varianza de la variable aleatoria

m Para las variables continuas

Ejemplo
E[X] :/ x(x + %)daj =7/12
1 f-’\l
VIX] :/ o (a4 g)dx — (7/12)" = 11/144
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Propiedades de esperanza y varianza

Esperanza (a, b, ¢ constantes)

= Flcj=c

s FlcX]|=cFE|X]

» FIX+Y]|=FEX]|+ E|Y]
Varianza
s Vie] =0

» VicX] = c?V[X]

» Via+ bX]=b?V[X]

10



-

Probabilidad condicionada de variables discretas

La funcién de probabilidad condicionada de |la variable aleatoria Y discreta,
dado que la variable aleatoria discreta X toma el valor x, expresa la probabilidad
de que Y tome el valor y cuando se especifica al valor x para X

plyle) = 2V (p<xy> - o ”)

pe(T) py(y)

Ejemplo
Calcularemos la distribuciéon del nimero de tarjetas de crédito entre los indi-
viduos que realizan 2 compras a la semana p(z|y = 2)

X | 1 2 |
p(zly=2) [ 013 (=135) 087 (= =0) | 1
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Probabilidad condicionada de variables continuas

La funcidn de densidad condicionada de la variable aleatoria Y continua
dado X,

_ [z y) NI ACY)
Ejemplo
Flaly = 0.2) = f(x;0,2) :ZC—|—0,27 0<z<1

f4(0,2) 0,7

m A partir de éstas funciones se pueden calcular la media y la varianza
condicionadas.
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Esperanza y varianza condicionada

= Variables discretas
Ejemplo
E[X|Y =2]
VXY =2

1(0,13) +2(0,87) = 1,87
(12(0,13) +22(0,87)) — (1,87)* = 0, 11

m Variables continuas
Ejemplo
x\y =0,2)

1
02
E[X\Y:OQ_/ :1:( i )dw=0,61
0

1
2
VIX|Y =0,2] :/ T (“O >d:r;(0,61)2=0,08

0
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Independencia

= Se dice que las variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo
si su funcién de probabilidad/densidad conjunta es el producto de su
probabilidad /densidad marginal

p(xay) — px(x)py(y) (f(xay) — fx(x)fy(y)>

para todos los valores x e y

m Alternativamente

para todos los valores x e y
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Asociacion lineal

Covarianza mide la asociacidn lineal entre las variables
Cov(X,Y) =04y = E[(X — E[X])(Y — E|Y])] = E[XY] - E[X]|E[Y]
Ejemplo

Cov(X,Y)=1-0-0,084+1-1-0,07+1-2-0,044+1-3-0,01
4+2:0-0,14+2-1-0,35+2-2-0,26+2-3-0,09
EIX]E[Y]

7\

—11,8)(1,32) = 0,33 — 0,44 = —0, 11
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Asociacion lineal

Sean X e Y variables aleatorias, la correlacion entre X e Y es

Cov(X,Y)

Oz0y

Cor(X,Y) =ry =

» —1<Cor(X,Y)<1
= Si la correlaciéon es 0, indica que no existe relacién lineal entre las variables.

= Si las variables son independientes, la correlaciéon es 0. El reciproco no es
clerto.

= Una correlacién positiva indica que, si una variable aleatoria es alta (baja),
la otra tiene una probabilidad mayor de ser alta (baja).

= Una correlacién negativa indica que, si una variable aleatoria es alta (baja),
la otra tiene una probabilidad mayor de ser baja (alta).
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Esperanza de funciones de variables

Sean X e Y variables aleatorias, la esperanza de cualquier funcién g(X,Y") de
estas variables se define en el caso de variables discretas como:

Elg(X,Y)] =Y > g(z,y)p(z,y)
Ty
y en el caso de variables continuas como:

Elg(X,Y)] = / / g, y)f (. )dzdy
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Esperanza y varianza de funciones lineales

Propiedades

» FIX+Y|=F

X
X

n E:X—Y::E

» VXY =V[X]|+ V[Y]£Cou(X,Y)
0

Si Cov(X,Y) =

» B[ X1+ Xo+ ...+ X, =F[X ]+ F[X2]+...+ E|X,)]

+E

— b

Y

Y

VIX+Y] =V[X|+V[Y]

 VIXi+ Xo+ ...+ X, =V[Xi]+V[Xs] + ...+ V|[X,] si la covarianza

entre cada par de variables es 0
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