Tema 2: Analisis de datos bivariantes

Los contenidos a desarrollar en este tema son los siguientes:

1. Tablas de doble entrada.
2. Diagramas de dispersion.
3. Covarianza y Correlacidn.

4. Regresion lineal.

Lecturas recomendadas:

= Capitulos 2 y 3 del libro de Newbold, Carlson y Thorne (2009).
= Capitulo 3 del libro de Pefia (2001).

= Capitulos 7 a 9 del libro de Pena y Romo (1997).
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Tema 2: Analisis de datos bivariantes

Despues de estudiar este tema conoceremos:

= Tabla de doble entrada y distribuciéon conjunta

= Frecuencias relativas, marginales y condicionadas

= Diagrama de dispersién

= Tipos de relacién entre las variables (lineal, no lineal y no relacién)
= Covarianza y correlacién. Propiedades

= Recta de regresién, interpretacion de los coeficientes y prediccion

» Residuos, desviacién tipica residual, varianza explicada y no explicada, R?




Datos bivariantes

= Datos bivariantes provienen de |la observacién simultdnea de dos variables
(X,Y) en una muestra de n individuos. Los datos seran parejas de valores,
numéricos o no numéricos, de la forma:

(xlv yl)) (x27y2)7 sy (:Cnayn)

= Se usardn para describir las dos variables conjuntamente o una variable en
funcién de la otra

= En los estudios de relaciones entre variables, una de las dos variables juega
un papel mas importante que la otra, ésta serd la variable dependiente que
denotaremos por y, cuyo comportamiento se intentard describir en funcién
de otra variable z que llamaremos variable independiente o explicativa
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Tabulacion de datos

= Enla tabla de doble entrada los valores de las variables x e y se representan
en los margenes y la frecuencia de cada pareja de clases se representa en la
casilla correspondiente

s Cuando la variable es cualitativa la tabla de doble entrada se denomina
tabla de contingencia

Ejemplo
x = Color de ojos de la madre {Claros, Oscuros}
y = Color de ojos del hijo {Claros, Oscuros}

x

Claros Oscuros | Total

Y Claros 23 12 35
Oscuros 17 12 29
Total 40 24 064




Ejemplo

Distribucion conjunta

x = Asistencia semanal al teatro
y = Asistencia semanal al cine

xr
01 2 3 4
0|12 5 4 2 1
1| 4 3 2 1 0
y 2| 3 3 2 0 0
3/ 1.0 0 0 O
xr
0 1 2 3 4
00279 0,116 0,093 0,047 0,023
1|0,093 0070 0,047 0,023 0,000
y 20070 0,070 0,047 00,000 0,000
30,023 0,000 0000 0,000 0,000
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Frecuencias marginales

= Se obtienen de sumar frecuencias conjuntas (absolutas o relativas) por filas
y por columnas.

= Si denominamos fr(x;,y;) a la frecuencia relativa correspondiente a los
valores (x = x;,y = y;), tendremos que

ZZf""(fIfz',yj) =

= |as frecuencias marginales de x se obtienen como

fTJZZ Zfr :cz,y]

y las frecuencias marginales de y como

f?“ y] Zfrxmy]




Frecuencias marginales - Ejemplo

x = Trabajadores
y = Ventas

X

1-24 25-49 50-74 75-99 | Total

1-100 | 0,293 0,122 0,098 0,049 | 0,561
y 101-200 | 0,098 0,073 0,049 0,024 | 0,244
201-300 | 0,073 0,073 0,049 0,000 | 0,195

Total | 0,463 0,268 0,195 0,073 | 1,000

Frecuencias marginales

Trabajadores | 1-24 25-49 50-74 75-99 |
fr(z) | 0,463 0,268 0,195 0,073 | 1

Ventas | 1-100 101-200 201-300 |
fr(y) | 0,561 0,244 0,195 | 1




Frecuencias condicionadas

= Se construyen para una de las dos variables, cuando fijamos un valor
concreto que ha sido observado en la otra

= Si fijamos el valor de x = x;, podemos construir la distribucidon de fre-
cuencias de la variable y, condicionada al valor x; de z, frecuencias que
representaremos por

1) — fr(zi,y;)
frigilz:) fr(z;)

= Se verifica que




Frecuencias condicionadas - Ejemplo

x = Trabajadores
y = Ventas

Halla la distribucidn de las ventas para las empresas de entre 50 y 74
trabajadores.

x

1-24 25-49 50-74 75-99 | Total
1-100 | 0,293 0,122 0,098 0,049 | 0,561

y 101-200 | 0,098 0,073 0,049 0,024 | 0,244
201-300 | 0,073 0,073 0,049 0,000 | 0,195
Total | 0,463 0,268 0,195 0,073 | 1,000

La distribucién condicional fr(y|50 < z < 74)

Ventas | 1-100 101-200 201-300

friyle0 < o < 74) [ 0500(= %) 0250(=§7)  0250(= G )




Frecuencias condicionadas - Ejemplo

x = Trabajadores
y = Ventas

Analogamente, la distribucién del ndmero de trabajadores entre las empresas
cuyas ventas estan, entre 101 y 200 articulos.

x
1-24 25-49 50-74 75-99 | Total
1-100 | 0,293 0,122 0,098 0,049 | 0,561
y 101-200 | 0,098 0,073 0,049 0,024 | 0,244
201-300 | 0,073 0,073 0,049 0,000 | 0,195
Total | 0,463 0,268 0,195 0,073 | 1,000

La distribucién condicional fr(z|101 <y < 200)

Trabajadores | 1-24 25-49 50-74 75-99 | Total
fr(xz|101 <y < 200) | 0,402 0,299 0,201 0,098 | 1
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Representaciones graficas

= La representaciéon grafica mas util para dos variables continuas es a través

del llamado diagrama de dispersion.

m2 Precio
107 62657
114 65554
a1 24506
100 62103
96 58271
107 66925
104 61917
100 61149
80 52263
81 51878
105 65678
111 66696
108 65387
97 61806
106 63824

Diagrama de dispersion
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Tipos de relacion

Existen distintas formas en que dos variables pueden estar relacionadas:
ausencia de relacion, relacién lineal positiva, relacion lineal negativa,

relacidn no lineal

Ausencia Relacion
dgt lineal
relacion

negativa

Distintos tipos
de relacion
entre dos variables

Relacidn

lineal | Relacion
positiva no
lineal
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Medidas de dependencia lineal

= Buscamos una medida descriptiva que, mediante un unico valor, nos indique
si entre dos variables = e y existe una relacién de tipo lineal o no.

s La covarianza se obtiene como

S
| [~
—

|

Cov(z,y) = ——= (i —2)(ys — ¥)

|
i

| [+
—

&
|
—

x;Y; — NTY
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Propiedades de la covarianza

Es una medida de la asociacidon lineal entre dos variables que resume la
informacién existente en un grafico de dispersién

Si la covarianza es mayor que cero y 'grande’ es porque existe una relacién
lineal positiva

Si la covarianza es menor que cero y 'grande’ es porque existe una
relacién lineal negativa

Si la covarianza es 'pequena’ es porque bien no existe una relacion lineal
o bien porque existiendo relacién, ésta es no lineal
Inconvenientes

e ;Qué significa grande o pequena?
e ;En qué unidades se expresa la covarianza?
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Medidas de dependencia lineal

s |La correlacion se obtiene como

Cov(z,y)

SzSy

T(z,y) = Cor(x,y) =

= ;Inconvenientes? Ninguno.

= ;jVentajas?

e Estd acotada: | —1 < Tzy) <1 |

e Ahora los términos grande y pequeno tienen sentido.

e Es adimensional.
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Correlacidén y heterogeneidad

Grupos heterogéneos!!!
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Correlacion y datos atipicos

Errores o valores atipicos!!!
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Correlacion # Causalidad

Correlacion no es causalidad!!

Criminalidad
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“El aumento de
la criminalidad
es consecuencia
de la asistencia a
los oficios religiosos”
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Tema 2: Analisis de datos bivariantes

Los contenidos a desarrollar en este tema son los siguientes:

1. Tablas de doble entrada. v
2. Diagramas de dispersiéon. v/
3. Covarianza y Correlaciéon. v

4. Regresion lineal.

Lecturas recomendadas:

= Capitulo 3 del libro de Newbold, Carlson y Thorne (2009).
= Capitulo 3 del libro de Pefia (2001).

= Capitulo 9 del libro de Pena y Romo (1997).
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Recta de regresion

El modelo poblacional es y; = o + Sx; + ¢;.

El modelo estimado es 7; = a + bx;.

Recta de regresion
Cuando existe Lna relacion lireal, 1a forma natural
de expresar esta relacion es a través de la recta que

describe la evolucidn conjunta de ambas variables
y=a+bx

b (pendiente)

} a (ordenada en origen)

X

residuo Generalizando el concepto de la media

n de una variable.....

E=1WY:— Vi ....se llega a la recta de medias
— método de minimos cuadrados
minimizando los residuos cuadraticos

X;
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de la recta de regresion
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Recta de regresion

= Calculamos la recta imponiendo la condicién de que los residuos (errores)
cuadraticos sean minimos (método de minimo cuadrados):

residuo 1
, 2 _ . TN 2
min » rf=min Y ( y—19; )
a,b a,b
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Dos rectas de regresion

m Dependiendo de la direcciéon en que se miden los errores, r;, existen dos
rectas:

Recta de regresién de y sobre x y  Recta de regresion de x sobre y

14 T

12 -

10
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Dos rectas de regresion

Recta de regresién de x sobre y

» (z,y) pasa a (y,x).

» Los errores se toman en horizontal, r; =

L
10

x; — ¢ — dy;.

I
12

14
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Recta de regresion y correlacion

2
(z,y)

= Coeficiente de determinacién R? = r

Regresion y Correlacion
El cuadrado de F esta relacionado con

la disminucion de la variabilidad que se
consigue al predecir con la recta de
regresion en lugar de hacerlo con la media
de la variable.

g ; residuo

=0:-¥)

e T
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Analisis de los residuos

= Se puede utilizar los residuos para ver si el modelo de regresion es adecuado.

= Casi siempre es (til hacer gréficos de los residuos (frente x, y o y) para ver
si los supuestos del modelo lineal de regresién son adecuados o no.

= Si los puntos de grafico de los residuos (residuos frente x, y o y) parecen
aleatorios, tenemos una buena indicacién de que el modelo de regresion se
ajusta correctamente.

» La recta de regresion para los cuatro siguientes conjuntos de datos es la

misma:
y = 0,52 + 3,00
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Ejemplo - Datos de Anscombe

Datos 1 Datos 2 Datos 3 Datos 4
i T Y T Y x Y T Y
1] 10 8,04 | 10 9,14 | 10 7,46 8 6,58
2 8 6,95 8 8,14 8 6,77 8 5,76
3113 758 | 13 8,74 | 13 12,74 8 7,71
4 9 8,81 9 8,77 9 7,11 8 8,84
51 11 833 | 11 9,26 | 11 7,81 8 8,47
6 | 14 096 | 14 8,1 | 14 8,84 8 7,04
7 §) 7,24 6 6,13 §) 6,08 8 5,25
8 4 4,26 4 3,1 4 539 | 19 125
9 (12 10,84 | 12 9,13 | 12 8,15 8 5,56
10 7 4,82 7 7,26 7 6,42 8 7,91
11 5 5,68 5 474 5 5,73 8 6,89

= Los datos de Anscombe son una demostracién de la necesidad de interpretar,
tanto la recta de regresion como el coeficiente de correlacidén, después de
observar el diagrama de dispersién.
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Ejemplo - Datos de Anscombe

12 4 ¥ = 0,50x + 3,00

12 o ¥ = 0,50x + 3,00

2 _ . R? = 0,67
0] R¥ =067 0 .
L ]
8 - . . 8 |
6| 64
E J
4 . 4 -
[ ]
2 5 ]
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0 5 10 15 0 5 10 15

14 y = 0,50x + 3,00 . 144 y =0,50x + 3,00

12 R*=0,67 121 R?=0,67

10 - 10 -

8 g 4 :

6 - 5 :

4 s

2 - 5 4

U i T ! U T T T 1

0 3 10 15 0 5 10 15 20
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Ejemplo - Datos de Anscombe

El primer caso parece que la recta de regresion es adecuada.

En el segundo caso, hay una relacion no lineal.

En el tercer grafico, se ve la influencia de un dato atipico.

En el dltimo caso, se ve el efecto de un punto influyente.

» ;Como son los graficos de los residuos frente a las predicciones?

29



Interpretacion y uso de la recta de regresion

s Para los Datos 1 tenemos

y=3+4+0,5x

= Interpretacion del pendiente: un incremento de una unidad en x produce,
en promedio, un incremento de 0,5 en y.

= Prediccion para x = 7,5 (dentro del rango de z):

J=3+0,5x75=6,T75.
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Ejemplo

Se quiere probar la elasticidad de un muelle. Con este objetivo, se sometié el
muelle a varios niveles de fuerza (x Newtons) y se midié la extensidon total del
muelle (y mm) en cada caso.

fuerra 0,1 0,1 02 02 03 03 04 04 05 05
extension 18 11 25 22 35 50 54 45 52 68

Diagrama de dispersion de extension frente a fuerza

so I~ T T T T T

60 — —

extension
1N
o
\
|

oo

20 — —

0) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

fuerza
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» El diagrama de dispersidon sugiere que existe una relacién casi lineal entre
fuerza y extensién. Para predecir la extensidon del muelle en torno de la fuerza
aplicada, aplicamos el model de regresiéon

y=a+ PBxr+¢

» Dados los datos de la muestra, hallamos la recta estimada por minimos
cuadrados. Tenemos:

z = 03
sz = 0,02
j = 38

s, = 3108

Spy = 2,34
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» Calculamos la recta de minimos cuadrados.

s 2.34
b = " —117

sz 0,02
a = y—br=38—-117x0,3 =

» La recta ajustada es y = 2,9+ 117z.

La recta de regresion

2.9

80 L B L A
60 —
o L
o
.a |
= 40
O L
~
p<
Q) =
20 —
o0 1 . . . . | . . . . | . . . . | . . . . | .
0 0,1 0,2 0,3 0,4
fuerza
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En este ejemplo, podemos predecir que la extensién del muelle si se aplica una
fuerza de 0,4 Newtons es:

=29+ 117 x 0,4 = 49,7mm.

i Qué pasaria si ponemos una fuerza de 07

» La extension prevista por la recta de regresién en este caso es de 2,9 mm.

» No obstante el resultado no tiene sentido. Con fuerza 0, la extension del
muelle debe ser cero.

» No es conveniente (arriesgado) hacer predicciones usando valores de x fuera
del rango de los datos observados.
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