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Introducción

Problema: Sean XXX = (X1, . . . , XN) observaciones generadas por un modelo
P, y sea T (XXX) el estad́ıstico de interés que estima al parámetro poblacional θ.
Se desea conocer:

Sesgo: bT = E [T (XXX)]− θ,

Varianza: vT ,

Distribución: L(T,P) .
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Niveles de ozono en el municipio de Getafe:
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Concentración de O3 (µg/m3) en Getafe (01/08/00 a 30/06/05)

Fuente: Dirección General de Calidad y Evaluación Ambiental.
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Niveles de ozono en el municipio de Getafe:

¿Cuál será el nivel medio de ozono la “siguiente” semana/mes/año?

¿Cuál es la probabilidad de que se alcance un nivel de información (180) en
la “siguiente” semana/mes/año?

¿Cuál es la probabilidad de que se alcance un nivel de de alerta (240) en la
“siguiente” semana/mes/año?

¿Cuál es el número medio de superaciones mensuales/anuales?
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Niveles de ozono en el municipio de Getafe:

Superaciones en los años 2003 y 2004:

Concentración 
de Ozono

Concentración 
de Ozono

µg/m3 µg/m3
28/07/2003 17:00 182 02/07/2004 15:00 186

29/07/2003 17:00 183 02/07/2004 16:00 185

06/08/2003 14:00 181 29/07/2004 17:00 182

06/08/2003 15:00 181 29/07/2004 18:00 187

06/08/2003 16:00 193

06/08/2003 18:00 184

12/08/2003 15:00 191

12/08/2003 16:00 192

12/08/2003 17:00 190

13/08/2003 15:00 189

13/08/2003 16:00 189

14/08/2003 14:00 187

14/08/2003 15:00 192

14/08/2003 16:00 196

Fecha HoraFecha Hora
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Métodos de remuestreo para datos i.i.d.

Jackknife: Sea XXX = (X1, X2, . . . , XN) una muestra de tamaño N y sea
TN = TN(XXX) un estimador de θ.

En las muestras jackknife se excluye una observación de XXX cada
vez: XXX(i) = (X1, X2, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , XN), para i = 1, 2, . . . , N , y
TN−1,i = TN−1

(
XXX(i)

)
es la i-ésima réplica jackknife.

Estimador jackknife de sesgo:

bJack = (N − 1)(T̄N − TN)

Estimador jackknife de la varianza:

vJack =
N − 1
N

N∑
i=1

(
TN−1,i − T̄N

)2
,

donde T̄N = N−1
∑N

i=1 TN−1,i
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Jackknife

Esquema del procedimiento de remuestreo:

(X1, . . . , XN) V


XXX\X1 V TN−1,1

XXX\X2 V TN−1,2
......... .........

XXX\XN V TN−1,N

V


bJack = (N − 1)(T̄N − TN)

vJack = N−1
N

N∑
i=1

(
TN−1,i −T̄N

)2

Usos posibles:

Reducción del sesgo: TJack = TN − bJack.

Si
√
N(TN − θ) es asintóticamente normal obtenemos la estimación de la

varianza asintótica mediante vJack.
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Ejemplo 1: Sean X1, X2, . . . , XN observaciones i.i.d. N (µ, σ2) y TN = X̄ el
estad́ıstico de interés. En este caso, sabemos que:

bT = 0, vT = σ2

N , L(T ) = N (µ, σ2

N ).

Resultados con los estimadores jackknife: N = 100, µ = 0 y σ2 = 1.

Que trabaje Matlab ...

> x = randn(100, 1);
> [s, b, v] = jackknife(x, ’mean’)

s =
-0.1270

b =
2.7478e-015

v =
0.0089
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d-jackknife: Sea Sn,r los subconjuntos de {1, 2, . . . , N} de tamaño r. Para
cualquier s = {i1, i2, . . . , ir} ∈ SN,r obtenemos la réplica d-jackknife por
Tr,sc = Tr(Xi1, Xi2, . . . , Xir).

Estimador d-jackknife de la varianza:

vJack−d =
r

dC

∑
s∈SN,r

(
Tr,sc − C−1

∑
s∈SN,r

Tr,sc

)2

,

donde C =
(
N
d

)
.

d-jackknife como estimador de la distribución de TN : Sea Hn(x) =
Pr{

√
n(Tn − θ) ≤ x} la distribución a estimar. Se define el histograma

jackknife como:

HJack(x) =
1
C

∑
s∈SN,d

I
(√

Nr/d(Tr,s − TN) ≤ x
)
.

Referencias básicas: Shao y Wu 1989, Wu 1990 y Shao y Tu 1995
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Ejemplo 1 (continuación): Estad́ıstico = Media.

Que trabaje Matlab ...

0 10 20 30 40 50
-0.01

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01
Estimación del sesgo

0 10 20 30 40 50
8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

9

9.1

9.2
x 10

-3 Estimación de la varianza

d

Monitorización de variables ambientales y epidemiológicas



Ejemplo 1 (continuación): Estad́ıstico = Media.

Que trabaje Matlab ...
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Ejemplo 2: Consideremos otro estad́ıstico, la mediana muestral, Tn =
F−1

n (1
2) = Q̂2. En este caso, sabemos que la distribución asintótica

de
√
N(Q̂2 − Q2) es N (0, 1/4φ(0)2). Con los datos del ejemplo,

vT ≈ 1/(4× 100× 0,39894232) = 0,01570796.
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Ejemplo 2 (continuación): Estad́ıstico = Mediana.

-5 0 5 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Distribuciones estimadas

0 10 20 30 40 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
Distancia L2 Wassertein

d

Monitorización de variables ambientales y epidemiológicas



Bootstrap: Sea XXX = (X1, X2, . . . , XN) un conjunto de datos generados por
el modelo P , y sea T (XXX) el estad́ıstico cuya distribución L(T, P ) deseamos
estimar.

El método bootstrap propone como estimador de L(T, P ) la distribución

L∗(T ∗; P̂N) del estad́ıstico T ∗ = T (XXX∗), donde XXX∗ es un conjunto de datos

generado por el modelo estimado P̂N .

Posibles estimadores de P en el caso i.i.d.:

• Bootstrap estándar: FN(x) = N−1
∑N

i=1 I (Xi ≤ x).
• Bootstrap paramétrico: Fϑ̂ (supuesto subyacente P = Fϑ).
• Bootstrap suavizado: Fn,h un estimador kernel de la distribución F .

Tamaño m del conjunto de datos XXX∗, Bickel y Freedman 1981 y Bickel
et al. 1997.

Referencias básicas: Efron 1979, Efron y Tibshirani 1993, Shao y Tu 1995 y
Davison y Hinkley 1997.
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Bootstrap estándar

Esquema del procedimiento de remuestreo:

(X1, . . . , XN) V FN V


(X∗ (1)

1 , . . . , X
∗ (1)
N ) V T

∗ (1)
N

(X∗ (2)
1 , . . . , X

∗ (2)
N ) V T

∗ (2)
N

......... .........

(X∗ (B)
1 , . . . , X

∗ (B)
N ) V T

∗ (B)
N

V

 bBoot = E∗ [T ∗N ]− TN

vBoot = E∗
[
(T ∗N − E∗[T ∗N ])2

]
L∗T (x) = Pr∗ {(T ∗N − TN) ≤ x}

donde E∗ y Pr∗ denotan la esperanza y la probabilidad bajo el esquema de
remuestreo de bootstrap estándar.

Observación: X∗
i son observaciones i.i.d. FN , ∴ el esquema de remuestreo

de bootstrap estándar puede interpretarse como una selección con reemplaza-
miento de la muestra original (X1, X2, . . . , XN).
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Ejemplo 1 (continuación): TN = X̄ y tomamos B = 1000 remuestras de
tamaño N .

Que trabaje Matlab ...

> B = 1000;
> [d, b, v] = bootstrap(x, B, ’mean’);

> [b v]

-0.0032 0.0082

bboot = −0,0032 ≈ 0 y vboot = 0,0082 ≈ 0,01 = 1
100.
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Ejemplo 1 (continuación): TN = X̄ y tomamos B = 1000 remuestras de
tamaño N .

Que siga trabajando Matlab ...
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Ejemplo 2 (continuación): TN = Q2 y tomamos B = 1000 remuestras de
tamaño N .

> B = 1000;
> [d, b, v] = bootstrap(x, B, ’mean’);

> [b v]

0.0064 0.0144

bboot = 0,0064 y vboot = 0,0144 ≈ 0,0157.
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Ejemplo 2 (continuación): TN = Q2 y tomamos B = 1000 remuestras de
tamaño N .
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¿Bootstrap siempre?

Un ejemplo donde el bootstrap falla: Sean X1, X2, . . . , XN una muestra
i.i.d. U(0, θ). Sabemos que el e.m.v de θ es TN = θ̂ = máx1≤i≤N Xi cuya
función de densidad está dada por:

fθ̂(x) =
{

0 si x < 0 ó x > θ
nxn−1

θn si 0 ≤ x ≤ θ

Funcion de densidad de Max(X_i)
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¿Bootstrap siempre?

Un ejemplo donde el bootstrap falla (cont.): Una solución bootstrap
parámetrico:
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Aplicación a la monitorización - 1

Supongamos que las series diferencias estacionales de la concentración de
ozono, Ct es aproximadamente ruido blanco, es decir, Xt = (1 − L365)Ct =
Ct − Ct−365 se supone i.i.d.:
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Diferencias estacionales de la concentración de O3 (µg/m3) en Getafe

Este supuesto se relajará en breve ...
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¿Cuál es el nivel medio esperable para los próximos 365 d́ıas?

Ct = Ct−365 + X̄t
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¿Cuál es el nivel medio esperable para HOY? ¿Y su distribución?
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Distribución bootstrap de la predicción para el 19 de julio de 2005

Podemos comprobar los resultados en:

http://dgpea2.comadrid.es/areastematicas/atmosfera/p atmosfera.html
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Aplicación a la monitorización - 2

Datos semanales del número de atenciones hospitalarias por EPOC en la
Comunidad de Madrid, 1993 - 2000.
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¿Cuál es el número de atenciones esperable para las próximas 52 semanas
(utilizaremos datos hasta el año 1999)?

Et = Ct−52 + X̄t
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Distribución de las predicciones:
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Métodos de remuestreo en series temporales

Métodos basados en modelos

Xt = g(F t−1
−∞, εt),

donde {εt} es una sucesión de v.a. i.i.d. ∼ Fε, y g es una función de enlace.

Elemento común. La utilización de remuestras de los residuos estimados en
el modelo P = (g, Fε) postulado.

Referencias básicas. Freedman 1984 y Efron y Tibshirani 1986 en modelos
AR(p), Bose 1990 en modelos MA(q), Kreiss y Franke 1992 en modelos
ARMA(p, q), Franke et al. 1997 en modelos autorregresivos no paramétricos.
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Procedimiento de remuestreo:

Consideremos un proceso autorregresivo de orden p:

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p + εt,

donde P = (g, Fε) es g(F t−1
−∞, εt) = g(F t−1

t−p , εt) = φ1Xt−1 + · · ·+φpXt−p + εt

y sobre Fε suponemos que E[|ε|2+α] < +∞ para algún α > 0.

Esquema del procedimiento de remuestreo:

(X1, . . . , XN) V ÂR(p) V


X
∗(1)
1 , . . . , X

∗(1)
N V ÂR(p)

∗(1)

......... .........

X
∗(B)
1 , . . . , X

∗(B)
N V ÂR(p)

∗(B)
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Procedimiento de remuestreo:

1. Obtener estimaciones a partir de XXX de los parámetros autorregresivos:
φ̂φφ = (φ̂1, . . . , φ̂p).

2. Calcular los residuos: ε̂t = Xt−
∑p

i=1 φ̂iXt−i, para t = p+ 1, p+ 2, . . . , N .

3. Calcular la función de distribución emṕırica de los residuos centrados
ε̃t = ε̂t − (N − p)−1

∑N
t=p+1 ε̂t por:

F ε̃
N(x) =

1
N − p

∑N

t=p+1
I (ε̃t ≤ x) .

4. Obtener N − p observaciones i.i.d. de F ε̃
N que denotamos (ε∗(b)p+1, . . . , ε

∗(b)
N ).
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Procedimiento de remuestreo:

5. Fijar los p primeros valores de la serie (X∗(b)
1 , . . . , X

∗(b)
p ) y calcular las

restantes observaciones de la remuestra (X∗(b)
p+1, . . . , X

∗(b)
N ) mediante:

X
∗(b)
t =

∑p

i=1
φ̂iX

∗(b)
t−i + ε

∗(b)
t .

6. Utilizando XXX∗(b) = (X∗(b)
1 , . . . , X

∗(b)
n ), calcular los análogos bootstrap

φ̂φφ
∗(b)

= (φ̂∗(b)1 , . . . , φ̂
∗(b)
p ) de los estimadores φ̂φφ.

Observación sobre el procedimiento de remuestreo:

• Este método de remuestreo, como señalan Cao et al. 1997, debe modifi-
carse para construir intervalos de predicción, pues no replica la distribución
condicional de las observaciones futuras XT+h dada la serie observada XXX.
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Aplicación a la monitorización - 1

Interpolación de los valores faltantes:
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Observaciones faltantes = 29. 

Observaciones faltantes =  46.
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Funciones de autocorrelación simple (FAS) y parcial (FAP):

Sugiere (al menos) un modelo ARIMA(1,0,0)(1,1,0)365.
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Funciones de autocorrelación simple (FAS) y parcial (FAP):

Se “capta razonablemente” la estructura de dependencia temporal.
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Réplicas bootstrap suponiendo un modelo ARIMA(1,0,0)(1,1,0)365:
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Réplica bootstrap mediante un modelo ARIMA(1,0,0)(1,1,0)365
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Métodos de remuestreo basados en modelos

Aplicación a la predicción L(XT+h|(X1, . . . , XT )

Sean (X1, X2, . . . , XT ) observaciones de un proceso estacionario lineal:

Xt − µX =
∑+∞

j=0
ψjεt−j,

donde {εt}t∈Z son tales que E[εt] ≡ 0, y E[ε2t |] ≡ σ2.

Solución al problema de predicción:

1. Seleccionar un modelo apropiado.

2. Estimar el modelo seleccionado.

3. Obtener un estimador de la distribución de XT+h dado (X1, X2, . . . , XT ).
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Un enfoque clásico, asume que {Xt}t∈Z sigue un modelo ARMA(p, q):∑p

i=0
φi (Xt−i − µX) =

∑q

j=0
θj εt−j,

donde φ0 = θ0 = 1, y los εt son i.i.d. N (0, σ2).

Dada esta hipótesis, tenemos un intervalo de predicción estimado:

Ê[XT+h|XXXT
T−p]± zα/2

(
σ̂2

∑h−1

j=0
ψ̂2

j

)1/2

.

Observaciones sobre el intervalo de predicción anterior:

1. No tiene en cuenta la variabilidad de Ê[���], σ̂, y ψ̂.
2. Puede verse afectado por desviaciones de la hipótesis de normalidad de ε.
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Densidades predictivas y su aproximación gaussiana
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Densidades predictivas y su aproximación gaussiana
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Soluciones bootstrap a (1) y (2)

Para modelos AR(p) con orden p conocido:

Esquema del procedimiento de remuestreo:

(X1, . . . , XN) V ÂR(p) V


X
∗(1)
1 , . . . , X

∗(1)
N V ÂR(p)

∗(1)

......... .........

X
∗(B)
1 , . . . , X

∗(B)
N V ÂR(p)

∗(B)

V (XT−p, . . . , XT ) X
∗(1)
T+1, . . . , X

∗(1)
T+h

......... .........

V (XT−p, . . . , XT )︸ ︷︷ ︸
v. observados

X
∗(B)
T+1 , . . . , X

∗(B)
T+h︸ ︷︷ ︸

v. futuros

Referencias básicas: Thombs y Schucany 1990, Cao et al. 1997, y Pascual
et al. 1998.

Extensiones: A modelos lineales generales en Alonso et al. 2002 y aplicaciones
a epidemioloǵıa en Alonso y Romo 2005.
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Estimadores kernel de las densidades predictivas
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Aplicación a la monitorización - 1

Predicción de los niveles medios de ozono:
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Aplicación a la monitorización - 1

Distribución de la predicción para HOY:
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Aplicación a la monitorización - 2

Predicción del número de atenciones hospitalarias por EPOC:
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Probabilidades de “colapso” del sistema (100 atenciones por EPOC):
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Número de equipos de atención a EPOC (20 atenciones/equipo) tal que la
probabilidad de colapso sea inferior al 95 %:
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Estructura
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4. Aplicación a la monitorización de variables ambientales y epidemiológicas.
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Métodos de remuestreo en series temporales

Métodos no basados en modelos

Elemento común. Utilización de bloques o subseries XXX l
t = (Xt, . . . , Xt+l−1)

de observaciones consecutivas como “aproximación” del modelo P.

Referencias básicas.

• Künsch 1989 y Liu y Singh 1992:
a. Estimador de la varianza con el jackknife por bloques móviles, MBJ.
b. Estimadores de la varianza y la distribución con el bootstrap por bloques
móviles, MBB.

• Politis y Romano 1994a: submuestreo para datos dependientes.

• Politis y Romano 1994b: bootstrap estacionario con bloques de tamaño
aleatorio.
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Métodos no basados en modelos

Problema. Sea TN = T (ρm
N), donde ρm

N = n−1
∑n

t=1 δXXXt es la distribución
emṕırica m-dimensional y XXXt = (Xt, . . . , Xt+m−1) para t = 1, . . . , n =
N −m+ 1 son los bloques de m observaciones consecutivas de XXX.

MBJ: Eliminar o infravalorar l bloques de “observaciones” consecutivas

(XXXj+1, . . . ,XXXj+l). Sea el estad́ıstico T
(j)
N = T (ρm,(j)

N ), donde

ρ
m,(j)
N = (n− ‖wn‖1)−1

∑n
t=1(1− wn(t− j))δXXXt.

Un estimador de la varianza de
√
nTN es:

vMBJ =
(n− ‖wn‖1)2

‖wn‖22(n− l + 1)

n−l∑
j=0

(
T

(j)
N − T

(·)
N

)2

,

donde T
(·)
N = (n − l + 1)−1

∑n−l
j=0 T

(j)
N , y los pesos verifican: 0 ≤ wn(i) ≤ 1

para i ∈ Z, y wn(i) > 0 para 1 ≤ i ≤ l.

Monitorización de variables ambientales y epidemiológicas



1780 1800 1820 1840 1860 1880
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200
Indice Wölfer de manchas solares

1780 1800 1820 1840 1860 1880
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200
Réplica jackknife por MBJ con 10 observaciones

Monitorización de variables ambientales y epidemiológicas



Métodos de remuestreo propuestos en Alonso et al. 2003

Jackknife por bloques móviles omitidos (M2BJ)

Solución por M2BJ. Utilizar el estad́ıstico T̃N,j = T (ρ̃m,(j)
N ),

donde ρ̃
m,(j)
N = n−1

∑n
t=1(1− wn(t− j))δXXXt + wn(t− j)δ

X̂XXt,j
y X̂XXt,j es una

estimación de la “observación omitida” XXXt.

Un estimador M2BJ de la varianza de
√
NTN es:

ṽM2BJ = (n− l + 1)−1‖wwwn‖−2
2

∑n−l

j=0

(
T̃

(j)
N − T̃

(·)
N

)2

.

Un estimador M2BJ de la distribución de τN(TN − T (F )) es:

H̃M2BJ(x) = (n− l + 1)−1
∑n−l

j=0
I

(
τll
−1(n− l)(T̃ (j)

N − TN) ≤ x
)
.
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Métodos no basados en modelos

MBB: Suponemos que n = kl, y seleccionamos k bloques de l “observaciones”
YYY ∗ji

= (XXX∗
ji+1, . . . ,XXX

∗
ji+l) para i = 1, . . . , k.

Sea XXX∗ = (YYY ∗j1, . . . ,YYY
∗
jk

) = (XXX∗
1,XXX

∗
2, . . . ,XXX

∗
n) la serie que resulta de unir los

k bloques, ρm ∗
N = n−1

∑k
i=1

∑l
t=1 δXXX∗

ji+t
= n−1

∑n
t=1 δXXX∗

t
es la distribución

emṕırica m-dimensional bootstrap y T ∗N = T (ρm ∗
N ) el estad́ıstico análogo

bootstrap.

Un estimador de la varianza de
√
nTN es:

vMBB = var∗(
√
nT (ρm ∗

N )).

Un estimador de la distribución muestral HN de
√
n(TN − T (ρm)) es:

HMBB(x) = Pr∗
{√

n(T ∗N − E∗[T ∗N ]) ≤ x
}
.
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Métodos de remuestreo propuestos en Alonso et al. 2003

Bootstrap por bloques móviles omitidos (M2BB)

Réplica por M2BB. Dada una réplica por MBB XXX∗ = (YYY ∗j1,YYY
∗
j2
, . . . ,YYY ∗jk

),
obtenemos una réplica por M2BB introduciendo bloques de observaciones entre

cada dos bloques, i.e. X̃XX
∗

= (YYY ∗j1, ŶYY
∗
j1
,YYY ∗j2, . . . ,YYY

∗
jk
, ŶYY

∗
jk

) = (X̃XX
∗
1, . . . , X̃XX

∗
n).

Solución por M2BB. Utilizar el estad́ıstico bootstrap T̃ ∗N = T (ρ̃m ∗
N ), donde

ρ̃m ∗
N = n−1

∑n
t=1 δX̃XX∗

t
es la distribución emṕırica m-dimensional bootstrap.

Un estimador de la varianza de
√
nTN es:

vM2BB = var∗(
√
nT (ρ̃m ∗

N )).

Un estimador de la distribución muestral HN de
√
n(TN − T (ρm)) es:

HM2BB(x) = Pr∗
{√

n(T̃ ∗N − E∗[T̃ ∗N ]) ≤ x
}
.
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Aplicación a la monitorización - 1

Datos horarios: ¿Qué modelo utilizar?
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Las horas se representan en formato solar. Hora solar = Hora local -2 (en verano) o -1 (en

invierno).
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Diferencias anuales (∼ 24× 365 = 8760):
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Réplicas MBB:
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Gráfico de control Shewhart para las medias octo-horarias:
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Gráfico de control Shewhart para las medias octo-horarias (diario):
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Conclusiones

B Problema de construir intervalos de predicción para procesos lineales.

Se propone un procedimiento basado en el sieve bootstrap, se ilustra su
comportamiento en muestras finitas (en Alonso et al. 2002).
Se extiende el procedimiento anterior a series con comportamiento estacional
y se ilustra su utilidad en datos de vigilancia epidemiológica (en Alonso y
Romo 2005).

B Métodos de remuestreo por bloques móviles basados en técnicas de valores
omitidos (en Alonso et al. 2003).

M2BJ: se propone una transición suave que tenga en cuenta la estructura
de dependencia de la serie temporal.
M2BB: se propone un mecanismo para unir los bloques que corrige los
efectos de la unión completamente aleatoria de los bloques del MBB.
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Extensiones

Estudio de procedimientos bootstrap en modelos más generales que permitan
contemplar caracteŕısticas presentes en datos diarios/horarios:

• Estacionalidad múltiple: 365 y 7 (en diarios) 168 y 24 (en horarios).
• Larga memoria, v.g., modelos ARFIMA.

Estudio de procedimientos de remuestreo basados en bloques omitidos que
permitan estacionalidad y para gráficos de control CUSUM y EWMA.

• Utilización en datos de vigilancia epidemiológica y
• Utilización en datos de vigilancia medioambiental.
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