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3.1 Distribuciones de probabilidad multivariantes

Funciones de distribucién y de densidad conjuntas
Sea X = (X1, X5,...,X,)" un vector aleatorio p x 1.

Se define la funcién de distribucién conjunta de X (o funcién de
probabilidad acumulada) en el punto x = (z1,2,...,2,) € R como

F(x)—/_g:/_g:.../_Zf(t)dtldtg...dtp,

donde t = (tl,tg,...7tp) € RP,

La funcién f(t) se denomina funcién de densidad conjunta de X
y verifica que:

hd f(t) = f(tlth;"'atp) > 07 vVt e RP’
o [ f(t)dtrdty ... dt, =1.
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Distribuciones marginales

Dado el vector aleatorio X = (X1, X»,...,X,)’, la funcién de
densidad marginal de la variable aleatoria X;, para j =1,...,p, se
obtiene integrando la densidad conjunta:

fXj (xj) = / f(tl, tQ, ‘e ,tp)dtl . .dtj_ldtj+1 [RP dtp.
Rp—1
La funcién fx, : R — [0,400) y cumple que [, fx, (t)dt = 1.

De forma maés general, dada una particién del vector X = (X/, X4%),

donde Xy = (X1,...,Xp,) v Xo = (Xp,+1,...,Xp)’, la funcién de

densidad marginal de X; se obtiene:

fxl(l‘l,...,l‘pl) = f(t17t27...,tp)dtpl+1 ...dfp, donde P2 =pPp—Dp1.
RP2

La funcién fx, : RPY — [0,400) y [op, fxi(t1,. .. tp, )dt1 ... dty, = 1.

Anélogamente se obtiene la funcién de densidad marginal de X,

dando lugar a una funcién fx, : RP2 — [0, 400).
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Esperanza, covarianza y correlacién
Sea X = (X1, X2,...,X,) un vector aleatorio con funcién de
Distribuciones condicionadas densidad conjunta f(x).
) ) . L sy La esperanza (o primer momento) de X se define como el vector de
Consideremos la misma particién del vector X = (X}, X})’, donde . . .
X, = (X X, ), Xp = (X X,) s esperanzas de las variables aleatorias que lo forman, es decir,
1 Ly 2 pi+ly-->Ap) Y P2 =P~ P1- IJ,:E(X):(E(Xl),E(XQ),...,E(Xp))/GRP7
Supongamos que se conoce un valor determinado del vector Xs, es donde E(X fR t fx;(t)dt, para j =1,.
. I 0 0 D .2
decir, Xo = x5 = (23, 41, %) € RP2. Enton((:)es, la funcién de El segundo momento de X se define como la matriz que contiene los
densidad de X, condicionada a que X, = x3 se obtiene como segundos momentos de las variables aleatorias que forman el vector
f (x1) fx1,x3) (@, @y, @) g, ) E(X?) E(X1X2) ... E(X1Xp)
X, |X,=x9(X1) = = )
1 Xo=x3 Fx, (x9) fxa (@9 1y, 20) ) E(X2X:) E(X3) ... E(X2X,)
py = E(XX) =
que da lugar a una funcién de R”* en [0, +00). : :
E(X,X1) E(XpX2) ... E(XD) e
donde E(X?) = [L t*fx,(t)dt y E(X;Xy) = [got's fx, x,)(t, 5) dt ds.
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La covarianza de X se define como
% = Cov(X) = E((X — u)(X — p)') = pty — puat,
o . . La correlacion de X se define a partir de la matriz de covarianzas
que da lugar a la siguiente matriz de covarianzas
_ _ -1 -1
011 012 ... O1p P =Corr(X)=D, D, ",
5 g1 022 ... O E(X?) — (E(X;))%, sij=k donde D, = diag(y/011, - .., /Tpp) = diag(o1,...,0,), dando lugar a
N ) €Ot Ogk = E(X;Xk) — E(X;)E(Xy), sij# k. la siguiente matriz de correlaciones
Opr  Op2 ... Opp 1 p12 P1p
.. _ , , , par 1 .o py o)k
Observacién 1 La diagonal de 3 contiene las varianzas de las X s, P = , con pj = corr(X;, Xy) = .
: N : 0,0
mientras que fuera de la diagonal estdn las covarianzas de los pares o gk
de variables. Para las varianzas también se utiliza la siguiente Pp1 Pp2 .. 1

notacion alternativa o;; = o3 = var(X;). Ademds hay que recordar
que var(X;) = cov(X;, X;).

La matriz X es simétrica y semidefinida positiva.

La matriz P es simétrica y semidefinida positiva.
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Variables aleatorias (compuestas)
Sea X un vector aleatorio con esperanza p y covarianza 3.

Consideremos la variable aleatoria (compuesta) Y = a’X, donde
a € RP, es decir, Y es una combinacién lineal de las componentes del
vector aleatorio X.

La esperanza y varianza de Y son
E(Y) = E@X)=aE(X)=a'ueR,

var(Y) = var(a’X) = cov(a’X,a’X) = E((a’X — E(a’X))(a’X — E(a’X))’)
= E(@X-a'p)(@X -a'p))=a"E(X - p)(X - p))a=aSa.

Si Z = b’X es otra variable compuesta, con b € RP, entonces la

covarianza entre Y y Z es

cov(Y,Z) = cov(a’X,b'X) =E((a’X — E(a’X))(b'X — E(b'X))")

E((a’X — a/p1)(b'X — b/p))

a E((X —p)(X —pu))b=aYbh=Db'Xa.
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3.2 La distribucién normal multivariante

Toda variable aleatoria X ~ N(u, o) puede expresarse como
X =p+0Z,donde Z ~ N(0,1). La generalizacién de esta
propiedad en dimensién p > 1 permite definir la distribucién normal

multivariante.
Se dice que X = (X3, X3)’ tiene ley normal bivariante con

2
g1 ag102p

pardmetros p = (pu1,u2) y = = ( ) , v se denotard

o102p o3

como X ~ No(p, ), si

X1 ) [ m n ail a2 Z1
Xo H2 a1 a2 Za

donde Z7, Z5 son variables aleatorias independientes con ley N(0,1).
Los coeficientes a,;(para j = 1,2) vienen determinados por los
pardmetros o7 = var(X1), 03 = var(Xs), p = corr(X1, Xo).
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La funcién de densidad de probabilidad de X ~ Ny(u,X) en el punto
(Il,fﬂg) e R? es

f(371,$2) = !

2wo1094/1 — p?

donde Q(x1,xz2) es la forma cuadrética siguiente:

S

2 + 2

Q(z1,m2) = ! ((Il —m)? 2p(~”€1 —pa)(zg — p2) | (w2 — u2)2>
1—p2 o* 0109 p

Observacién 2 Sip =0 (X; y Xy estdn incorreladas), entonces

_ 1 1 ((x1—m)* | (22— p2)?
f(xlax2) - 27‘(0'10'2 exp{ 2 ( 0% + O_g

1 1 — 2 1 1 — 2
_ expd (21 Qﬂl) expl L (22 2M2)
2moq 2 o1 2mog 2 o5
= fx,(71) fx,(22),

donde fx,(z1) v fx,(x2) son las funciones de densidad marginales de

dos v.a. con leyes N(uy,0?) y N(uz,03), respectivamente.
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En la Observacién anterior hemos demostrado que si

X = (X1,X3) ~ No(p,X) y p = corr(X1, X5) = 0, entonces las
variables aleatorias X; y X5 son normales e independientes.
(Recordad que esto tltimo se debe a que la funcién de densidad
conjunta puede expresarse como el producto de las funciones de
densidad marginales).

La implicacién contraria siempre es cierta. Es decir, si X7 y X5
son variables aleatorias independientes, entonces corr(X;, X3) = 0.
(Recordad que corr(Xy, X2) = 012/(0102) donde

o12 = E(X1X5) — E(X1) E(X32). Cuando X; y X5 son v.a.
independientes se cumple que E(X;X5) = E(X;) E(X3)).

Acabamos de demostrar (para el caso p = 2) que bajo el modelo de
normalidad multivariante, incorrelacién equivale a
independencia.
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2. Si X es no singular, su funcién de densidad de probabilidad en el
Generalizacién al caso multivariante punto x € R? es

Se dice que el vector X = (X7,...,X,) tiene ley normal p-variante |=|1/2 1

o . . . f(x)= " expl ——(x— )T (x—pn)
si existen p variables aleatorias independientes con ley N (0, 1), (27)P/2 9 )
Zv, 2o, ..., 2y, tales que . .

1520 S du donde (x — pu)’S71(x — p) es el cuadrado de la distancia de

X=p+AZ, Mahalanobis del punto x al centro de la distribucién g.
donde Z = (Z1,...,2Zy), p=(p1,-..,1p) y A es una matrix p x p. 3. Todo vector Y obtenido como cominacién lineal de X tiene ley
. . normal multivariante. En particular, todo subconjunto de X
Propiedades:
. tiene ley normal multivariante y las marginales X;,..., X, son
1. La esperanza y covarianza del vector X = p + A Z son normales univariantes.
E(X)=p, Var(X)=A'A=3%. 4. Para variables aleatorias con distribuciéon conjunta normal
Utilizaremos la notacién X ~ N, (p, 2). Observad que = > 0. multivariante, incorrelacién equivale a independencia.
Ademds, ¥ > 0 si rang(A) = p. 5. Si X ~ N,(p, X) es no singular, la variable aleatoria
Observacién 3 FEsta propiedad se utiliza para generar muestras -
ooy ored Up=X-—p)T X —p)~x}
de un vector aleatorio Np(p,3) con 3 = A’A.
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6. Consideremos la siguiente particién del vector X = (X/,X%),
donde X = (X1,...,Xp,), Xo = (Xp,41,-- -, Xp) yp2=p—p1.
Sean p, = E(X4) y py = E(X2) los vectores de esperanzas. La
matriz de covarianzas de X puede particionarse en bloques como:

1| X2

> = ,
o1 | oo

donde 211 = Val’(Xl), pP1 X p1, 222 = Var(Xg), P2 X p2,
31y = Cov(X1, Xyz), p1 X p2, y Ba1 = X,

La distribucion de X; condicionada a X5 = xg es normal con
vector de esperanzas E(X|Xy = x9) = gy + 212255 (x9 — 1) ¥
matriz de covarianzas Var(X;|Xs = x9) = 211 — 15355, Zo;.

Ejemplo 3.1 Sea X = (X3, Xo, X3)' un vector aleatorio con ley
normal de media p = (—1,1,0) y matriz de covarianzas

101
X=10 3
11

N =

a) Encontrar la ley de la v.a. Y = X1 4+2 X9 — 3 X3

b) Encontrar un vector a, 2 x 1, tal que las v.a. X; y X1 —a’ (ﬁi)

sean independientes.

¢) Calcular la distribucion de X3 condicionada a
(X1, X2)" = (21, 29)".
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b) a = (a1, az2)’ tal que X; y X1 — a3 X2 — a2 X3 sean independientes.
a) Lav.a. Y = X; +2 X, — 3 X3 puede escribirse como Y = b'X, Puesto que bajo el supuesto de normalidad, independencia equivale a
donde b = (1,2, —3)". Puesto que X ~ N3(u,X), la v.a. Y tendra ley incorrelacién, debemos encontar aquel vector a tal que
normal. Su esperanza y varianza son: cov(X1, X7 —a1Xs —aeX3) =0.
1 Observemos que X1 — a1 Xs —as X3 = (1, —a1,—a2)X y
E(Y) = EMB'X)=bu=(1,2,-3) 1 =1. X1 =(1,0,0)X, por tanto:
0
1
1 0 1 1 0= COV(Xl,Xl—G,lXQ—CLQXg,) = (1,0,0)2 —a1 = 1—a2 = a9 = 1.
var(Y) = var(b’X)=b'Tb=(1,2,-3)| 0 3 1 2 =13. —as
1 1 2 -3
Por tanto, cualquier vector a = (k, 1), k € R hace que las variables
X1y X1 — a1 X2 — as X3 sean independientes.
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c) Distribucién de X3 condicionada a (X1, X3)" = (29, 29)".
X1 -1 1251
X = X2 NN3(H’5 2)3 donde M= 1 = Ho y
X3 0 M3 .
y varianza:
1 01 > ‘ >
12)(12 12)3 _
x—|o0 3|1 |= ( 2( )(12) z( ) ) var(Xs|(X1, X2)' = (21,23)") = Ba3 — B3012) (13 (12) Z(12)3
1 112 3(12) ‘ 33 _1
1 1
o . , = 2-(p( } Y ()2<1,1> Lo ()
La distribucién de X3 condicionada a (X1, X3)" = (29, 29)’ serd 0 3 1 0 1/3 1
normal univariante, de esperanza 1 1 2
= 2-—(1,1/3) =2—(14+=-|==.
/ 0 .0V -1 m? — M1 1 3 3
E(Xs[(X1, Xo)" = (27, 25)") = ps + T3(12)X(15)(19 g — 1o
-1
0 0 .
— 04 (1,1) 10 37(1)"‘1 —(1,1) 1 0 xé"'l Resumiendo, X3|(X1, Xs)" = (29,29)" ~ N (29 + 329 + 3, 2).
0 3 z—1 0 1/3 9 —1
) +1 1 1 1 2
= (1,1/3) (xé1> :x?+1+§mg—§—x?+§x8+§,
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a) El vector Y tiene ley normal bivariante con vector de esperanzas
1 1 1 1
E(Y) = E[-X;—-=-X -X3—-X
(Y) <4 1 A2 + 1537 ] 4)
Ejemplo 3.2 Sean X, X5, X3, Xy vectores aleatorios independientes 1 1 1 1
Jemp 1, A2, A3, Xq P = 7 EX1) = 7EXe) + 1 E(Xs) — 7 E(X4)
1 0.1
conleyNg(p,,E),dondeu:(l,Q)’yE:(0.1 5 ) _ 1_}4_1_1 0 1 0
4 4 4 4 2 0/’

a) Encontrar la ley del vector aleatorio . .

v — ixl B %Xz N iXB B iX4' y matriz de covarianzas

1 1 1 1
b) Escribir la funbcion de densidad del vector Y. Var(Y) = Var <4X1 - ZXZ + ng - 4X4>
6 ; ; 1 1 1 1

c) Calcu‘lar la correlacidon p corresponc.hente a la matriz de . — = Var(X)) + — Var(Xs) + — Var(Xs) + — E(X,)

covarianzas 2. Observar qué cambios se producen en la densidad 16 16 16 16

de Y al variar el valor de p = corr(Y1,Y3). = %2 = iz,

Resumiendo, Y ~ N, (6, %E).
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b) Puesto que E(0), la funcién de densidad de Y = (V1,Y5)" en el
punto y = (y1,y2)’ € R? es

RN R
= B2 expl-cy/ (-2
f(y) CEERR AR y
exp{2y'S 7'y}, yeR%.

b
SIRE

¢) La matriz de covarianzas de Y es X = ( 101 > Por tanto, el

0.1 2
. .z 3 o _ _ 0.1 o
coeficiente de correlacién serd p = corr(Y1,Yz) = & = Jis ~0.071.

(,Cémo influye el valor de p en la densidad de Y?

Puesto que 012 = 0109p, la matriz 3 puede escribirse en funcion de p

como X = \/1§p \/gp .

En el Tema 2 vimos dos medidas 3
de dispersién global:

e La variacién total
tr(X) = 3, que no depende de p.

e La varianza generalizada
det(X) = 2(1 — p?). 1
p?=0=det(%) =
p?=1= det(X%)

[ pm0071] |
- - -p=04
—p=0.8

2
0.

-3 . . . .
A medida que p aumenta, la 54 05 0 05 115

dispersién global disminuye. Elipses de la forma cuadrética y3=~1y’
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Funcién de densidad de Y ~ N(u, %), p = (0,0) y ¥ = 1 \/QP
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3.3 Distribuciones relacionadas con la normal
multivariante

En esta seccion consideraremos distribuciones asociadas a una

muestra de tamano n de una vector aleatorio normal p-variante.

Paralelismos entre el caso univariante y el multivariante:

Caso univariante  Caso multivariante

AR R S S e S e
01 = N NS
2 -~ e 252>
NN N N(pn,0%) Np(p, %)
0 LI [ ] 000 0O OO OO 1 0 NS
s A R RIS NS
2 = o 2 SN 2 W,(X
< S 0 Xn »(2,n)
%L 2z ,}y
RREZLRZL” ] 7
S F(m,n) A(p,a,b)
2 =2 y. 2 -2 y.
G 1 G 1 t T?
(a) p=0.071 (b) p=0.8
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La ley Wishart
Dada una muestra aleatoria simple de tamafio n de una ley N,(0,X)

(es decir, X, ..., X, sucesién de vectores aleatorios iid~ N, (0, X)),
se define la distribuciéon de Wishart como la ley de la matriz
aleatoria, p X p, n
Q=) X;X|~W,(Z,n)
i=1
Propiedades: ’

1. Q1 ~ Wp(32,n1), Q2 ~ Wp(X, ne) independientes, entonces
Q1+ Q2 ~ Wy(Z,n1 +ny).

2. (Teorema de Fisher) Si S es la matriz de covarianzas de una
muestra de tamano n obtenida a partir de un vector con ley
Ny(p, X), entonces:

(i) El vector X y la matriz S son estocdsticamente independientes,
(i) %~ N, (, 13,
(iii) nS ~ Wp(X,n —1).

La ley Lambda de Wilks
La distribucién Lambda de Wilks es la ley del cociente de
determinantes

Al

A=
|A + B

A(p7 a? b)’
donde A ~ W,(3,a), B ~ W,(3,b), independientes, siendo 3 no
singular y a > p.
Propiedades:
1. A(p,a,b) = A(b,a+b—p,p).

2. En general, una transformacion de A equivale, exacta o
asintoticamente, a una F' de Fisher. Por ejemplo:
sip=1, %% = F(b,a),

. _AM2 o
sip=2, 18- 9 = F(2b,2(a — 1)).
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La ley T2 de Hotelling
Se define la distribucién T2 de Hotelling como la ley de la v.a.
T =nZ'Q 'Z ~ T?(p,n),

donde Z ~ Np(6, I), Q ~ W,(I,n) estocasticamente independientes.

Propiedades:

1. Sip=1, T?(1,n) es el cuadrado de una v.a. con ley ¢ de Student
con n grados de libertad.

2. En general, T?%(p,n) es proporcional a una F de Fisher, es decir,
EAT (p,n) = F(p,n —p+ 1),

3. Transformaciones afines sobre Z no afectan a la ley T2. Es decir,
si X ~ Np(u, 2), R ~ W,(3,n) independientes, entonces
n(X — p)RNX — p) ~ T*(p,n).
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4. Si Xq,...,X, es una muestra aleatoria simple de una ley
N, (0, X), entonces:

(n=DE-p)'S™ (X —p) =n(x—p)S™H (X —p) ~ T*(p,n—1).

5. Dadas dos muestras aleatorias simples e independientes,
X1, Xy, did ~ Np(p1, ), Yi,...,Y,, iid ~ Ny(py, X),
si py = Mo, entonces:

mn2 —  _yg-l/= = 2
MM FYS5NE - §) ~ T(p, _9),
. xX-¥)Sp (x-Y) (p;n1 +mng —2)
donde Sp = 7n1in2 (n1S1 4 n2S2) es la media aritmética

ponderada de las matrices de covarianzas muestrales (pooled
covariance matriz).

Observacién 4 Las propiedades 4 y 5 nos dicen que la ley T? de
Hotelling se utlizard en los contrastes multivariantes sobre medias, de
forma andloga a la ley t de Student en el caso univariante.

30
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3.4 Aplicaciones a la inferencia multivariante

[1]. Sea X una matriz de datos n X p, cuyas filas representan una
muestra aleatoria simple de una ley N,(p, ). Consideremos el
siguiente contraste de hipétesis:

Ho:p=pg, po€R.
Cuando Hj sea cierta, el estadistico
(n=1)(X = po)'S™H (X = po) ~ T?(p,n — 1).
Utilizando la propiedad 2 de la ley T? de Hotelling, tendremos que

n — _ 1
L%~ 1o)S (%~ o) ~ F(pn )

y podremos obtener una regién critica para el nivel de significacién
deseado.
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[2]. Consideremos dos matrices de datos X e Y:
X, ny X p, provinenete de una ley N,(p,, %),
Y, ny x p, provinenete de una ley N,(p,, %) independientes.

Consideremos el siguiente contraste de hipétesis:
Ho:py = py.

Cuando Hj sea cierta, el estadistico

ninz2 _ _jo—-1/— —
m(x —¥)'Sp (X —y) ~ T?(p,m1 +ny — 2),
donde Sp = nlim (n1S1 4+ n2S2). De forma equivalente (utilizando

la propiedad 2 de la ley T2 de Hotelling), el estadistico

ny+ng—p—1 ning

X—¥)SHX—-F)~F(p,ni+ns—p—1
(n1+n2_2)p n1+n2 Y) P( y) (p 1 2 p )

y podremos obtener una regién critica para el nivel de significacién
deseado.

32
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[3]. Supongamos que tenemos g matrices de datos provinentes de g

distribuciones normales multivariantes independientes:

muestra tamano media covarianza ley de
matriz  (muestral) (muestral) probabilidad
Xl ny Xp X1 Sl Np([.tl, E)
Xy ng X p X2 So Np(pa, X)
Xy Ng X P Xg Sg Np(py, %)

La estimacion muestral del vector de medias global y la matriz de

covarianzas comun son
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Para ello, introducimos las siguientes matrices:

g
B = Z n; (ii — i))(ii — i))/, (dispersién entre grupos)
i=1
! g g
W = Z Z(Ilk — ii)(xik — ii)/ = Z n; Sy, (dispersién dentro de los grupos)
i=1 k=1 i=1
T=B+W, (dispersién total).

Si Hy es cierta, B~ W,(X,9g— 1), W ~ W,(X,n — g) son
independientes y T ~ W,(X,n — 1). Para resolver este contraste
utilizaremos el estadistico:

| |
A= Apn—gg—1
|W B‘ (p7n g7g )7

que se aproxima a una ley F' de Fisher mediante la aproximacion

g g g
% = 1 Z”iim S = 1 an S;, siendon = Zni' asintotica de Rao:
= T i=1 Si A ~ A(p,a,b), entonces ﬂw ~ F(pb,a —2v)
;@,0), AL/B pb s )
Queremos contraste de hipétesis Ho : py = po = ... = . donde a=a+b— (p+b+1)/2, B2 = (p?b* —4)/(p* +b* - 5),
7= (pb—2)/4.
Aurea Grané. Mdster en Estadistica. Universidade Pedagdgica. 35 Aurea Grané. Mdster en Estadistica. Universidade Pedagdgica. 36

Ejemplo 3.3 Un psicdlogo realiza dos tests, uno de capacidad verbal
(variable X1) y otro de rendimiento intelectual general (variable X5 ),

a n = 101 individuos adultos, obteniendo los siguientes resultados:

- 210.54 126.99
= (55.24,34.97)’ =
X =(55.24,3497)", S=1| (599 119.68)

Contrastar la hipdtesis de que la media poblacional es p = (60,40)".

Se trata de un contraste para la media poblacional Hy : p = p,
donde py = (60,40)’, n = 101, p = 2. Por tanto, utilizaremos el
estadistico T2 de Hotelling

T? = (n - 1)<§ - l"’O)lS_l(i - N’O) ~ T2(p,n —1),
0, equivalentemente,
n—p

F= (X — 19)'S™H(X — po) ~ F(p,n —p).

Mediante Matlab, obtenemos F' = 10.68 > F(OQ'%%) = 3.07. Por tanto,
se rechaza Hy, es decir, p # (60,40)’

Ejercicios computacionales

Ejercicio 3.1 Generar dos muestras de tamanos n; = 100 y
ny = 150 provinentes, respectivamente, de dos leyes normales
multivariantes N3(py, ) y N3(pq, X), con

py = (1,0,1), py = (0.9,0.01,1) y = =

— =N
O = =
N O =

a) Obtener los vectores de medias y las matrices de covarianzas

mauestrales.
b) Contrastar la hipdtesis Ho : puqg = (1,0,1)" vs. Hy : py # (1,0,1)".

c¢) Contrastar las hipdtesis Hy : g = pho vs. Hy : oy # o,
mediante el contraste de la T? de Hotelling y mediante el
contraste de la Lambda de Wilks.




