Tema 6. Estimacion puntual

En este tema:

¢ Planteamiento del problema.
¢ Criterios de comparacién de estimadores:

* Insesgadez.
¢ Estimadores de minima varianza.
e Error cuadratico medio.

» Consistencia.
¢ Métodos para obtener estimadores:

¢ Método de los momentos.

* Método de maxima verosimilitud.
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Planteamiento del problema

¢ Supondremos
e se observa una m.a.s. de una variable aleatoria X,
e que sigue una distribucién conocida (normal, exponencial, Poisson, etc)

e aunque con parametros desconocidos

¢ El problema que estudiaremos es cémo estimar estos pardmetros a partir
de los datos de la muestra.

¢ De estos parametros lo Ginico que se conoce es su rango de posibles

valores, denominado espacio paramétrico.

Ejemplos: Algunos parametros de interés podrian ser la media o la varianza
poblacional, o la proporcién de la poblacién que posee determinado atributo.
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Definiciones

Estadistico Un estadistico T es una funcién real de la muestra aleatoria
(X1, Xy oo e ey Xi)-

Estimador Estadistico que se usa para estimar un parametro. Ej.: X.
Estimacidn Realizacién especifica de un estimador. Ej.: X.

Estimador Puntual Funcién de la muestra que da como resultado un tinico
valor. La correspondiente realizacién se llama estimacién puntual del
parametro.

Notacion:

0
0

parametro que se quiere estimar

estimador de 6

(acento circunflejo (7) encima)
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Ejemplos de estimadores

Ejemplo: Media poblacional x4, un estimador se denota por fi. Un estimador
puede ser la media muestral

X1+ ...+ X,
n

p=X= < Estimador : funcion de la muestra
Para un mismo pardmetro 6 podemos definir tantos estimadores como
queramos. Algunos serdn mejores que otros? ; Cudl utilizar?

Ejemplo:

X = el gasto de un estudiante universitario en la compra de libros de texto.
icudl es el gasto medio u = E[X]?

Una m.a.s. de tamafio n: (X1, Xz, ..., X;). Obtenemos los valores:

(X1, X2y +evy Xp)-
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Ejemplos de estimadores

Ejemplo cont.:
a) Proponer cuatro estimadores del pardmetro poblacional

.17
Ti(X1,.. ., Xp) = fln = EZIX,'
To (X Xn) = flo = 1 iX-
2 1y-++9y/\n _NQ—n_l._l i
N X1+ X
T3(X1,...,Xn) = U3 = IT
Ta(Xiy ..., X)) = fis = Xo — X1 < Puede haber estimadores absurdos
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Ejemplos de estimadores

Ejemplo cont.:

b) Suponer que n =3y que la muestra es x; = 30, xo =20 y x3 = 10.
Calcular las estimaciones con cada uno de los estimadores propuestos en
apartado a).

30+20+10
Ti(x1, %2, X3) = — 5 = 20

30+20+10
Tg(Xl,Xg,Xg,) = f = 30

30+ 10
T3(X1,X2,X3) = > =20

i Cudl estimacién utilizo? Una respuesta es utilizar aquella estimacién cuyo
estimador tenga mejores propiedades.
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Propiedades de los estimadores

e Un estimador 6 de 6 es insesgado si verifica que
E[6] =0
Ejemplo: La media, la varianza y las proporciones muestrales son estimadores
insesgados de los correspondientes pardmetros poblacionales.
e Si E[0] # 0 se dice que el estimador es sesgado

¢ El sesgo de un estimador viene entonces definido por

Sesgo(f) = E[0] — 0

e En la practica es preferible un estimador cuya distribucién esté centrada
alrededor del pardmetro que se estd estimando (sesgo = 0).
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Propiedades de los estimadores

e 0 es un estimador insesgado de 6.

e 0, es un estimador sesgado de 6.

A
A

91 ES UN ESTIMADOR INSESGADO e2 ES SESGADO

D>
iy
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Propiedades de los estimadores

Ejemplo cont.:
c) ;Cudles de los estimadores del ejemplo anterior son insesgados?

E[]=E [iixi
i=1

1 N A=
= - g E[Xi]=p < insesgado
n
i=1

1 < 1 — n
e s e
i=1 i=1

Xi+ X, E[Xi]+E[X)]  p4p
2 } 2 -T2
E[Td] = E[Xo = Xa] = E[Xe] — E[Xo] =pp—p =0

E[T3] = E { < insesgado

Ty y T3 son insesgados j Cudl utilizo?
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Propiedades de los estimadores

En lo que respecta a la varianza en general seran preferibles aquellos
estimadores que tengan menor varianza, pues serdn mas precisos en el sentido
de que variardn poco de unas muestras a otras.

e Sean 6, y 6, dos estimadores insesgados de #. Diremos que 0, es mas
eficiente que 05 si se verifica que

VIdi] < V[do]
e Si 0 es un estimador insesgado de #, y no hay ninglin otro estimador

insesgado que tenga menor varianza, entonces se dice que 6 es el
estimador insesgado mas eficiente o estimador de minima varianza.
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Estimadores de minima varianza

Algunos estimadores insesgados de minima varianza son:

¢ La media muestral cuando la muestra proviene de una distribucién normal.

e La varianza muestral cuando la muestra proviene de una distribucién
normal.

¢ La proporcién muestral cuando la muestra proviene de una distribucién
binomial.
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Error cuadratico medio

Sea 0 un estimador de 0 . El error cuadrético medio de 6 es
. . 2
ECM[0] = E {(e - 9) }
Proposicion: Sea 0 un estimador de 6. Se cumple que:

EcM(f) = vId) + (EL0) - 9)2

V9] + (sesgo(é))2
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Error cuadratico medio
i Cémo seleccionar el estimador mds adecuado?
o Que E[f] no se aleje mucho de 6

e Que 6 tenga poca varianza

13
e 01 es sesgado

* Si hay varios estimadores, con distinto sesgo y varianza = menor ECM.

Ty

e 0, es insesgado pero de mayor varianza
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Propiedades de los estimadores

Se dice que un estimador T(Xi,...,X,) de 0 es consistente si T converge en
probabilidad a 6 cuando el tamafo de muestra tiende a infinito, es decir, si

lim P(|T(X1,....,X,)— 0] <e)=1 Ve>0
n—oo

La consistencia de un estimador garantiza que si tenemos un tamano de
muestra grande cualquier estimacién particular va a estar cerca del valor de 6.

Proposicién: Sea T(Xi,...,X,) un estimador de 6 que verifica
lim E[T(Xy,...,X,)] = 0 (Asintéticamente Insesgado)
lim Var[T(X1,...,X,)] = 0
n—oo

entonces T es un estimador consistente de 6.

Observacién: Consistente # Insesgado
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Propiedades de los estimadores
Ejemplo: Sea Xi,..., X, una m.a.s. de X ~ N(u,0) = X ~ N(u, %)

Cuando n tiende a infinito la varianza de X tiende a 0.
Por tanto X es un estimador consistente de p.

1
al

= 2 o 2 4 -4 -2 o

Funciones de densidad Funciones de distribucién
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Mds ejemplos

Ejemplo: El consumo de un cierto producto en una familia de cuatro
miembros durante los meses de verano, es una variable aleatoria con
distribucién uniforme en el intervalo (o, o + 1)

1 xe(a,a+1)
Fi) = { 0 resto
Sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de consumos de distintas familias.

a) Demostrar que la media muestral es un estimador sesgado de a y que
Su sesgo es %

b) Calcular el error cuadritico medio de X.

c) Obtener un estimador insesgado de a (a partir de X).
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Mds ejemplos

Ejemplo cont.:

a)
_ a+l1 1 _ 1
E[X]:/ X'f(x)dx:aJriséoz = Sesgo(X):E
b)
ECM(X) = V[X] + (Sesgo(X))?
R
- 12n 4
_ 3n+1
~ 12n
c)
A~ 1 o
(y:XfE = Eld]=«
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Metodos de construccion de estimadores

e Método de los momentos:

Se basa en igualar los momentos muestrales con los momentos
poblacionales.

e Método de maxima verosimilitud:

Se basa en maximizar la funcién de verosimilitud MV (que mide lo
verosimil o creible que resulta cada valor de 6 cuando se ha obtenido una
muestra concreta).
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Método de maxima verosimilitud

La funcién de verosimilitud L(0) se define como
n
L(o) = H po(x;) < distribuciones discretas
i=1

L(o) = H fo(x;) < distribuciones continuas
i=1

» L(0) es funcién de 6, para unos ciertos valores fijos de la muestra
(x1,-..,Xn). No es una variable aleatoria.

* Por comodidad, se usa su logaritmo In L(f) < funcidn soporte.
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Propiedades del estimadores de MV

e EI EMV siempre estd dentro del espacio paramétrico.

¢ El estimador de maxima verosimilitud, bajo condiciones generales, se
distribuye asintéticamente (cuando el tamafio muestral tiende a infinito)
seglin una normal.

e El EMV es un estimador consistente (en el limite, para muestras grandes,
tiende a tener el valor del pardmetro).

e El EMV es asintéticamente insesgado (tiende a ser insesgado).

o El EMV es asintéticamente eficiente (tiende a tener minima varianza).
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