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5.1. Diagnostico en regresién'

e Supuestos teoricos del modelo de regresion lineal simple de
una var. respuesta y sobre una var. explicativa z:

- Linealidad: y; = By + B1x; +u;, para ¢t =1,...,n

- Homogeneidad: Efu;| =0, parai=1,...,n

- Homocedasticidad: Var|u;| = o?, parai=1,...,n

- Independencia: u; y u; son independientes para i # j

- Normalidad: u; ~ Normal(0,0?), parai=1,...,n

e Los métodos de diagndstico se utilizan para contrastar si
tales supuestos son adecuados para |los datos disponibles
(z;,y;); se basan en el analisis de los residuos e; = y; — ¥;



5.1. Diagnostico: diagrama de puntos'

e El método mas sencillo consiste en |la observacion visual
del diagrama de puntos (x;, y;)

e A menudo, este sencillo pero potente método revela
pautas que sugieren si el modelo tedrico es o0 no adecuado

e [lustraremos su uso con un ejemplo clasico. Consideremos
los cuatro conjuntos de datos siguientes






5.1. Diagnostico: diagrama de puntos'

e Para cada uno de |los cuatro conjuntos de datos anteriores,
se obtiene el mismo modelo estimado de regresion lineal:

¢ @\Z — 370 + 075$Z
® 7 — 11, xr = 9,0, g = 7,5, ng)y — 07817

e El| error estandar estimado del estimador 31,

\/(n—l 52’

toma el valor 0,118. EIl estadistico 71" correspondiente toma el
valor T'=0,5/0,118 = 4,237

e Sin embargo, los diagramas de puntos correspondientes
revelan que |os cuatro conjuntos de datos son
cualitativamente muy diferentes: ;i Qué conclusiones
podemos extraer de estos diagramas?






5.1: analisis de los residuos'

e Si la observacion del diagrama de puntos no basta para
descartar el modelo, se utilizan métodos de diagndstico
basados en el analisis de los residuos e; = y; — v;

e El analisis comienza tipificando los residuos (dividiéndolos
por la cuasi-desviacion tipica residual): Las cantidades
resultantes se denominan residuos tipificados:

€4

SR

e Bajo los supuestos del modelo de regresion lineal, los
residuos tipificados son aproximadamente variables aleatorias
normales estandar independientes

e Un grafico de los residuos tipificados no deberia mostrar
ninguna pauta clara



5.1: Diagramas de residuos'

e Hay varios tipos de diagramas de residuos. Los mas
comunes son:

- Diagrama de los residuos vs. x
- Diagrama de los residuos vs. y

e Las desviaciones de los supuestos del modelo dan lugar a
pautas, que se pueden identificar visualmente



5.1: Ej: consistencia con el modelo teodrico
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5.1: Ej: No Iinealidad'
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5.1: Ej: Heterocedasticidad'

(c) Data and regression line Standardized residuals
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5.1: Datos atipicos I

e A partir del grafico de |la recta de regresion podemos
observar datos atipicos, que presentan desviaciones
sustanciales de |la recta de regresion

e Los estimadores By vy 81 de los parametros de |la recta de
regresion son muy sensibles a tales datos atipicos

e Por ello, es importante identificar tales datos y comprobar
Si son validos

e Veremos que Statgraphics permite mostrar los datos que
producen “Unusual Residuals’ , asi como “Influential Points”



5.1: Normalidad de los errores'

e Recordemos que uno de |los supuestos tedricos del modelo

de regresion lineal es que los errores tienen una distribucion
normal

e Podemos comprobar este supuesto visualmente a partir de

la observacion y analisis de los residuos e;, empleando varios
métodos:

e Observacion del histograma de frecuencias de los
residuos

e Observacion de un “Normal Probability Plot" para los
residuos (desviaciones importantes de los datos de |a
linea recta en este grafico indican desviaciones
sustanciales del supuesto de normalidad)



5.2: La descomposicion ANOVAI

e ANOVA: ANalysis Of VAriance

e Al ajustar un modelo de regresion lineal y; = Bg + Bix; a un
conjunto de datos (x;,y;), para i =1,...,n, podemos
distinguir tres fuentes de variacion en las respuestas:

- variacion debida al modelo: SCM = " | (y; — )?, donde
las siglas “SC’ se refieren a “suma de cuadrados’”, y la
“M'" se refiere al “*Modelo”

- variacion residual: SCR =>"" | (y; — Ui)? = D i1 622

- variacion total: SCT = )", (yi — y)?

e La descomposicion ANOVA indica que SCT = SCM + SCR



5.2: El coeficiente de determinacion R?

e La descomposicion ANOVA indica que SCT = SCM + SCR
e Notemos que: y;, —y = (yi — @;) + (@' — @)

e SCM = >" (7, — y)? mide la variacion de las respuestas
debida a la regresion (explicada por los valores predichos 7))

e Por lo tanto, el cociente SCR/SCT es la proporcion de
variacion de la respuesta no explicada por la regresion

e El cociente R? = SCM/SCT =1 — SCR/SCT es la proporcion
de variacion de las respuestas explicada por |la regresion; se
conoce como coeficiente de determinacion

e Resultado: R* =r7, (coef. de correlacion al cuadrado)

e Ej: si R? = 0,85, la variable = explica un 85% de la variacion
de la variable y



5.2: Tabla ANOVAI

Fuente de variacion SC G.L. Media Cociente F

Modelo SCM 1 SCM/1 SCM/s%
Residuos/Errores SCR n—2 SCR/(n—2)=s%

Total SCT n-—1




5.2: Contraste de hipotesis ANOVAI

e Contraste de hipotesis Ho: 81 =0 vs. Hi: 81 #0

e Consideremos el cociente

SCM/1  SCM

B SCR/(n — 2) s%

e Bajo Hyp, F' sigue una distribucion Fi ,—»

e Contraste a nivel a: rechazar Hy si F' > Fi 9.4

e ;Cual es la relacion con el contraste basado en la t de
Student que vimos en el Tema 47 Son equivalentes



5.2: Ej. ANOVA

Dependent variable: Precio en ptas.
Independent variable: Produccion en kg.

Standard T
Parameter Estimate Error Statistic P-Value
Intercept 74,1151 8,73577 8,4841 0,0000
Slope -1,35368 0,3002 -4,50924 0,0020

Source Sum of Squares
Model 528,475
Residual 207,925
Total (Corr.) 736,4

Correlation Coefficient = -0,84714
R-squared = 71,7647 percent
Standard Error of Est. = 5,0981




5.3: Relaciones no lineales y linealizacion

e Supongamos que la parte determinista f(x;;a,b) de la
respuesta en el modelo

yz:f<$2aa'7b)+u27 izl)"')”

es una funcion no lineal de x que depende de dos parametros
ay b (e f(z;a,b) = ab”)

e En algunos casos podemos aplicar transformaciones a |los
datos para linearizarlos, y asi poder aplicar los métodos de
regresion lineal

e A partir de los datos (x;,y;) originales, obtenemos los datos
transformados (), y.)

e Los parametros [y y 1 de la relacion lineal entre las z/ y
las y, se obtienen como transformaciones de los parametros
ay b



5.3: Transformaciones para Iinealizacién'

e Ejemplos de transformaciones para linealizacion:

e Siy= f(x;a,b) = aa:b entonces logy = loga + blog x:
tomamos ¢y =logy, ¢’ =logz, By =loga, B1 =0b

e Siy= f(x;a,b) = ab® entonces logy = loga + (logb)x:
tomamos ¢y =logy, @' = x, By =loga, B1 = logb

e Si y= f(x;a,b) =1/(a+ bx) entonces 1/y = a + bx:
tomamos ¢y =1/y, 2’ =x, o =a, B1 =0

e Siy= f(z;a,b) =In(azx’) entonces y =Ilna + blnzx:
tomamos ¢y =y, 2’ =Inz, Bo =1lna, B1 =0



5.4: Regresion lineal en forma matricial

e Recordemos el modelo de regresion lineal simple:

yi:ﬁo—l—51xi—|—ui, 1=1,...,n

e Escribiendo una ecuacion para cada observacion obtenemos

y1 = PBo + Bix1 + w1
y2 = Bo + Bix2 + u2

Yn = 60 ‘I_ﬁlxn + un



5.4: Regresion lineal en forma matricial'

e En forma matricial, podemos escribir

Y1 Bo + B1x1 U1
Y2 Bo + B1x2 U2

N . T
_yn_ _60 = 6133n_ _un_

O, separando los parametros 3, de las z;,

Y1 1 o u1
Y2 I x2| |Bo U2
— i ,
(1
Yn Il @8 Un




5.4: Regresion lineal en forma matricial'

e Escribimos la relacion matricial

Y1 1 x4 Ul
y2:15132 ﬁo+u27
_/81_
Yn. _1 Tn | Un
como
y=XB+u

e y : vector de respuestas; X : matrix de variables
explicativas (o del disefio experimental); 3 : vector de
parametros; u : vector de errores



5.4: La matriz de covarianzas de los errores'

e Denotamos por Cov(u) la matriz n x n de covarianzas de

los errores; su elemento (¢,5) €S cov(u;,u;) =0 Si 7 # 7,

cov(u;i, u;) = Var[u;] = o?

e Cov(u) es la matriz identidad I,,x, multiplicada por o?:

Cov(u)=| | = 0“1




5.4: Estimacion de minimos cuadrados'

e EIl vector estimado 3 de minimos cuadrados es la solucion
tnica de la ecuacion matricial 2 x 2 (comprueba las
dimensiones)

(X'X)B8=X"y,
es decir,

AN

B=(X"X)"X"y

e El vector y = (y;) de respuestas estimadas es

AN

y = X3

y el vector de residuos ese=y —y



5.5: El modelo de regresion lineal multiple

e Modelo de regresion lineal simple: predecir una respuesta y
a partir de una variable explicativa x

e En numerosas aplicaciones, buscamos predecir la respuesta
y a partir de multiples variables explicativas x1, ..., x;

e Ej: predecir el precio de una casa en funcidn de su
superficie, localizacion, planta, y numero de banos

e Ej: predecir el tamano de un parlamento en funcion de la
poblacion, su tasa de crecimiento, el numero de partidos
politicos con representacion, etc.



5.5: El modelo de regresion lineal multiple

e Modelo de regresion lineal multiple: predecir una respuesta
y a partir de multiples variables explicativas x1, ..., x;

e Tenemos n observaciones: para:=1,...,n,

yi = Bo + Prxi1 + Boxio + - - - + Brxip + u;

e Suponemos que las u; son v.a. independientes con
distribucion Normal(0, o2)



5.5: Ajuste de minimos cuadrados'

e Tenemos n observaciones: para:=1,...,n,

yi = Bo + Brxi1 + Boxio + - - - + Brxip + u;

e Buscamos ajustar a los datos (z;1, xio, - .., Tk, yi) UN
hiperplano de la forma

Yi = Bo + Brxi1 + Bexio + - - - + Brik
e El residuo para la observacion ¢ es: e; = vy; — y;

e Utilizamos la estimacion de los parametros 3; que
minimiza la suma de |os cuadrados de los residuos



5.5: Modelo en forma matricial.

e ESCMibimos la relacion matricial

_ - _ - /80 _ -
Y1 1 11 x12 -+ Tk 3 U1
1
Y2 1 xo1 29 -+ o9 U9
— 62 + ,
Yn 1 Inl In2 -+ Inpk ﬁ Un
L& | L | ; L=

como
y =XB8+u

e y : vector de respuestas; X : matrix de variables
explicativas (o del disefio experimental); 3 : vector de
parametros; u : vector de errores



5.5: Estimacion de minimos cuadrados de B'

e EIl vector estimado E de minimos cuadrados es |la solucion
tnica de la ecuacion matricial (k+ 1) x (k+ 1) (comprueba
las dimensiones)

(XTX)8=X"Ty,

como en el caso kK =1 visto anteriormente, es decir,

P

B=(X"X)"'XTy

e El vector y = (y;) de respuestas estimadas es

AN

y =XB

y el vector de residuos ese=y —y



5.5: Estimacion de la varianza 02I

e Para el modelo de regresion lineal multiple, estimamos l|a
varianza o2 mediante la cuasi-varianza residual,

2
L ra— :
I n—k—1

que es un estimador insesgado (ndtese que para regresion
lineal simple el denominador vale n — 2)



AN

5.5: Distribucion muestral de 3

e Bajo |los supuestos del modelo, el estimador de minimos
cuadrados (3 del vector de parametros (3 sigue una
distribucion normal multivariante

o E[f-)] = 3 (i.e., es un estimador insesgado)
e La matriz de covarianzas de 3 es Cov(B) = ch(XTX)_1
e Estimamos Cov(@) por Sﬁ(XTXYl

e La estimacion de Cov(@) nos da estimaciones 32(@) de la
varianza Var(3;); s(3;) es el error estandar del estimador j3;

AN

e Al tipificar @- obtenemos: bi _Aﬁj ~ t,_r_1 (t de Student)

s(85)




5.5: Inferencia sobre los parametros BJI

e Intervalo de confianza a nivel 1 — o para g;:

Bj + tn—k—l;a/Q S(B\j)

e Contraste de hipdtesis a nivel o para Hp: 3; = 0 vs.

Ho: 3; #0

e Rechazar Hy si |T'| > t,,_p_1.q/2, dOnde T' = B\j/S(B\j) es el
estadistico de contraste



5.5: La descomposicion ANOVAI

e ANOVA: ANalysis Of VAriance

e Al ajustar un modelo de regresion lineal multiple

Y = Bo + 31332-1 S 00 9F Bszk a un conjunto de datos

(i1, ..., Tik,yi), Para ¢ =1,...,n, podemos distinguir tres
fuentes de variacion en las respuestas:

- variacion debida a la regresion: SCM = 3" (7 — 7)?,
donde las siglas "“SC" se refieren a “suma de cuadrados’,
y la “M"se refiere al *Modelo”

- variacion residual: SCR = > " | (y; — Yi)? = D et 67,2

- variacién total: SCT = 3" (y; — §)?

e La descomposicion ANOVA indica que SCT = SCM + SCR



5.5: El coeficiente de determinacion R?

e La descomposicion ANOVA indica que SCT = SCM + SCR
e Notemos que: y;, —y = (yz’ — @;) + (@' — @)

e SCM =" (y; — ¥)* mide la variacion de las respuestas
debida a la regresion (explicada por los valores predichos ;)

e Por lo tanto, el cociente SCR/SCT es la proporcion de
variacion de la respuesta no explicada por la regresion

e El cociente R? = SCM/SCT =1 — SCR/SCT es la proporcion
de variacion de las respuestas explicada por las variables
explicativas; se conoce como coeficiente de determinacion
multiple

e Resultado: R? = r%y (coef. de correlacion al cuadrado)

e Ej: si R? =0,85, las variables z1,...,x; explican un 85% de
la variacion de la variable y



5.5: Tabla ANOVAI

Fuente de variacion SC G.L. Media Cociente F
Modelo SCM k SCM /K (SCM/k
SR
SCR

Residuos/Errores SCR n—k—-1 == =57

Total SCT n—1




5.5: Contraste de hipotesis ANOVAI

e Consideremos el contraste de hipotesis
Ho: 81 =02 =---06 =0 vs. Hy: ﬁj 7&0 para algun 3 =1,...,k

e Hy : la respuesta no depende de las x;

e Consideremos el cociente

B SCM/k ~ SCM
~ SCR/(n—k—1)  s%

e Bajo Hyp, F' sigue una distribucion Fj ;1

e Contraste a nivel a: rechazar Ho Si F' > Fipn—k—1.q



