Tema 5: Contraste de hipotesis

(a partir del material de A. Jach (http://www.est.uc3m.es/ajach/)
y A. Alonso (http://www.est.uc3m.es/amalonso/))

¢ Conceptos fundamentales: hipétesis nula y alternativa, error de tipo | y
tipo Il, funcién de potencia de un contraste, nivel de significacién.

o Contraste de hipdtesis e I1C.
¢ Contraste de hipétesis en una poblacién:

¢ Poblacién normal
* Poblacién no normal pero con muestras de tamafio grande

¢ Contraste de hipétesis en dos poblaciones independientes:

» Poblaciones normales
» Poblaciones no normales pero con muestras de tamafio grande

e Determinacion del tamano muestral
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Hipdtesis estadisticas
Definicién 1.
Una hipctesis estadistica (H) es una proposicién acerca de una caracteristica

de la poblacién de estudio. Por ejemplo: “la variable X toma valores en el
intervalo (a, b)", “el valor de 6 es 2", “la distribucion de X es normal”, etc.

Ejemplo 1.

e Una compaiiia recibe un gran cargamento de piezas. Sélo acepta el envio
si no hay mds de un 5% de piezas defectuosas. ; Cémo tomar una decision
sin verificar todas las piezas?

e Se quiere saber si una propuesta de reforma legislativa es acogida de igual
forma por hombres y mujeres ; Cémo se puede verificar esa conjetura?
Estos ejemplos tienen algo en comin:

e Se formula la hipdtesis sobre la poblacion.

o [ as conclusiones sobre la validez de la hipdtesis se basardn en la
informacion de una muestra.
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Tipos de hipdtesis estadisticas

¢ Hipdtesis paramétricas: Una hipétesis paramétrica es una proposicidn
sobre los valores que toma un pardmetro.
¢ Hipdtesis simple: aquella que especifica un tnico valor para el pardmetro.

Ejemplos: ‘H:0 =0", "H: 60 = —23", etc.

¢ Hipdtesis compuesta: aquella que especifica un intervalo de valores para el
parametro.

Ejemplos: '‘H: 0 >0", “H:1<6 < 4", etc.
o Hipdtesis unilateral: “H: 6 < 4", 'H:0< 0", etc.
o Hipdtesis bilateral: "H: 0 A4 < H: 0 <4y 0 >4"

¢ Hipdtesis no paramétricas: Una hipdtesis no paramétrica es una
proposicién sobre cualquier otra caracteristica de la poblacion.

Ejemplos: “H: X ~ N", “H: X ind. Y", etc. (Tema 6)
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Hipdtesis nula y alternativa
Definicién 2.
Llamamos hipdtesis nula, y la representamos por Hy, a la hipdtesis que se

desea contrastar. Es la hipdtesis que se plantea en primer lugar y la hipdtesis
que mantendremos a no ser que los datos indiquen su falsedad.

Llamamos hipdtesis alternativa, y la representamos por Hy, a la negacién de la
hipdtesis nula.

Ejemplo 2.

En cursos pasados, el nimero medio de préstamos por afio y por alumno en la
biblioteca de la Carlos Il ha sido de 6. Este afio la biblioteca ha hecho una
campana de informacion y quiere saber el efecto que ésta ha tenido entre los
estudiantes.

i Cudles serian las hipdtesis nula y alternativa en este caso?
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Hipdtesis nula y alternativa
Definicién 2.
Llamamos hipdtesis nula, y la representamos por Hy, a la hipdtesis que se

desea contrastar. Es la hipdtesis que se plantea en primer lugar y la hipdtesis
que mantendremos a no ser que los datos indiquen su falsedad.

Llamamos hipdtesis alternativa, y la representamos por Hy, a la negacién de la
hipdtesis nula.

Ejemplo 2.

En cursos pasados, el nimero medio de préstamos por afio y por alumno en la
biblioteca de la Carlos Il ha sido de 6. Este afio la biblioteca ha hecho una
campana de informacion y quiere saber el efecto que ésta ha tenido entre los
estudiantes.

i Cudles serian las hipdtesis nula y alternativa en este caso?

Ho:u=6 Hi:p>6
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Contraste de hipdtesis

Definicién 3.

Un contraste de hipdtesis es una regla que determina, a un cierto nivel de
significacion, o, para qué valores de la muestra se rechaza o no se rechaza la
hipdtesis nula.

Es decir, un contraste de hipdtesis es una particion del espacio muestral en dos
regiones, una region critica o de rechazo, RC, y una region de aceptacion, RA.

Q=RCURA RCNRA=1(
Ejemplo 2 (cont.)

Hemos tomado una m.a.s. de 100 alumnos y obtenemos x = 6.23, s = 2.77.
. Cudl serd la regidn critica para el contraste Hp: =6 Hi:tp>67

Sea X = “numero de libros prestados por alumno y por afio”.
E[X] = p, Var[X] = 0 ambas desconocidas.

><\

Si Hy fuera cierta, como n es grande, sabemos que N(O 1).

5/f
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Contraste de hipdtesis
Ejemplo 2 (cont.)

Escribiremos ?/?/g S; N(0,1).

Es decir, si Hy fuera cierta, 1—a =P (5/\[ < za) .
Por tanto, al nivel de significacién «,
xX—06 xX—6
s Xn|—F—= > RA, = Q\RC, = {x1, ..., x| ——= < z
X|5/\/ﬁ Zo} a \RCo = {x1 X|S/\/E_ZX}
Para los datos del ejemplo, n = 100, X = 6.23, s = 2.77, el valor del
estadistico del contraste en nuestra muestra particular es:
X—6 623-6
s/\/n 2.77/10
Si consideremos un nivel de significacién igual a 0.05, tenemos que
s/f = 0.8303 < 1.645 = zy o5, es decir, nuestra muestra particular no

pertenece a la RCy g5, y por tanto, al nivel de significacién 0.05, no
rechazamos la hipdtesis nula.

RCa = {Xl,...

= 0.8303
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Tipos de errores en un contraste de hipdtesis

Estado real
Decision Hy cierta Hy falsa
Error de Tipo | Decisién correcta
Rechazar Hy P(Rech.|Hocierta) = a P(Rech.|Hofalsa) =1 — 3
nivel de significacién potencia
No rechazar Hp Decisién correcta Error de Tipo Il
P(No Rech.|Hocierta) =1 — « | P(No Rech.|Hofalsa) = 3

1. Podemos hacer la probabilidad del error de tipo | tan pequefia como queramos,
PERO esto hace que aumente la probabilidad del error de tipo .

2. Un contraste de hipdtesis puede rechazar la hipdtesis nula pero NO puede
probar la hipdtesis nula.

3. Si no rechazamos la hipétesis nula, es porque las observaciones no han aportado
evidencia para descartarla, no porque sea neceseariamente cierta.

4. Por el contrario, si rechazamos la hipdtesis nula es porque se esta
razonablemente seguro (P(Rech.|Hocierta) < «) de que Hp es falsa y estamos
aceptando implicitamente la hipdtesis alternativa.
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Nivel critico o p-valor
Definicién 4.
El nivel critico, p, o p-valor es el nivel de significacion mds pequeio para el que
la muestra particular obtenida obligaria a rechazar la hipdtesis nula. Es decir:
p = P(Rech.Hy para xy, ..., xp|Hocierta)

Es decir, si T(Xy,...,X,) es el estadistico del contraste:
RCy ={x1,-- s xn| T(x1,...,%0) > To}

= p=P(T(X1,..., Xn) > T(x1,...,%))
RCy ={x1,. ., xn| T(x1,...,%0) < T1i—a}

= p=P(T(X1,...., Xn) < T(x1,...,%n))
RC, ={x1,- s xn| |T(x1y.-.,%0)| > Tat}

= p=P(T(Xe,....Xn)| > |T(x1,--.,%)|)
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Nivel critico o p-valor
Ejemplo 2 (cont.) Para los datos del ejemplo, n = 100, X = 6.23, s = 2.77,
al nivel de significacién 0.05, no rechazamos la hipétesis nula. §Cudl es el
p-valor para esta muestra? (RC, = {x1,...,%n s/f > z4})

El nivel critico o p-valor es el nivel de significacién mas pequefio para el que la
muestra particular obtenida obligaria a rechazar la hipédtesis nula:

xX—6
X1,...,% € RC & =z
s/v/n
X—6 623-6
o g = - =0.8303
%= 5//n 27710
& p=0.2033
O equivalentemente,
p = P(Rech.|Hycierta) = P (% > s/f |Hoc1erta)
7=X=6 10,1
SV P(Z > §225%) = P(Z > 0.8303) = 0.2033
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Metodologia
Método de construccién de un contraste de hipdtesis paramétrico al nivel de

significaciéon a:

1. Plantear las hipétesis nula y alternativa (“Hp : 6 = 6, Hy : 0 # 6,",
“Ho : 60 = 00, Hy:0 <6y ,"Hy:0< 007 Hy:0>6y", etc.)

2. Determinar el estadistico del test, T(X,...,X,), y su distribucién bajo
Ho (Formulario).

3. Dos posibilidades:

3.a Construir la regidn critica y comprobar si la muestra obtenida esta en ella
(rechazamos Hp) o no (no rechazamos Hp).

3.b Calcular el p-valor para la muestra obtenida. Si p < «, se rechaza Hp.

4. Plantear las conclusiones.
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Contraste de hipédtesis e IC's

El contraste de una hipdtesis nula simple frente a una alternativa bilateral
H020:00 H1:97590

al nivel de significacién «, es equivalente a construir un IC al (1 — «)100%

para 6, y a partir de él tomar la siguiente decision:

e rechazar Hyp si 0y estd fuera del IC.
e no rechazar Hy si 0y estd en el IC.

Es decir IC(l_a)loo%(e) = RAQ.

Ejemplo 3.

Supongamos que la altura (en cm) de los estudiantes de la UC3M es una v.a.
X con distribucion N(u,5). Con el objetivo de estimar u se toma una m.a.s.
de 100 estudiantes y se obtiene x = 156.8. (Ejemplo 1 Tema 4)

Se quiere contrastar la siguiente hipdtesis sobre esta poblacion: “la altura
media de los estudiantes de la UC3M es de 160cm” al nivel de significacion
0.05.
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Contraste de hipédtesis e IC's

Ejemplo 3 (cont.)

Seguimos los pasos de la metodologia para la construccién de contrastes:
1. Plantear las hipétesis nula y alternativa:

Ho : n =160 Hy : pu # 160

2. Determinar el estadistico del test y su distribucién bajo Hy (Formulario).
X ~ N(u,5), por tanto

X — 4 X

X — 160 H,
ING ~N(0,1):>W~N(O,l)
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Contraste de hipédtesis e IC's
Ejemplo 3 (cont.)

3.a Construir la regidn critica y comprobar si la muestra obtenida estd en ella
(rechazamos Hp) o no (no rechazamos Hp). Sabemos que bajo Hy

X -1
1—O¢:P<—fo<60<z(zx>

* 5/
Por tanto
RCa = {X17...,Xn| X160 %}
RAo = Q\RCa={xal [520) < 24}
Recordemos que el IC al (1 — «)100% para pu era ( + %%)
5 5
160 €/C = X—7za —— < 160 < X+7a —— 160| < ze — N RA,
el &x zz\f X+zg f@|x | < ze \/Ec) X1, Xn €
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Contraste de hipédtesis e IC's

Ejemplo 3 (cont.)
Para o = 0.05 (n = 100, X = 156.8):

x—1 156.8 — 1
X_100) 11568160} | 3535 , 7. —1.06
5/y/n 5/10 2
es decir x1,...,Xx, € RCy.05 = rechazamos Hy al nivel de significacion 0.05.

O equivalentemente, a partir del IC al 95% para pu:
X+ > 156.8 +1.96 > (155.82,157.78)
X Za —— = . . — = . .
2y/n 10 ’

160 ¢ /Cose, (1) = rechazamos Hy al nivel de significacién 0.05.

Hemos comprobado que es equivalente realizar el contraste al 0.05% a
encontrar el IC para p al 95% y rechazar Hy si pg no estd en él.
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Contraste de hipédtesis e IC's
Ejemplo 3 (cont.)

3.b (Otra alternativa) Calcular el p-valor para la muestra obtenida.

p = P(Rech.Ho para x, . .., x,|Hocierta)
N P (’Y57\1/650 > 5 ‘ |H0Cierta)

_ X—160 Ho
Z= 5/ﬁ_mN(O,l)

P (|Z| > ’1565‘;%‘) = P(|Z] >64)=2-P(Z>6.4)~0

El p-valor obtenido es menor que a (p &~ 0 << &) = rechazamos Hj al
nivel de significacién 0.05.
4. Plantear las conclusiones.

Al nivel de significacién @ = 0.05, la muestra aporta suficiente evidencia
para rechazar la hipétesis que establecia que la media poblacional era 160.
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Contraste de hipdtesis en una poblacién
Sea X una v.a. cuya distribucién depende de 6. Xi,..., X, m.a.s. de X.

Sea T(Xi,...,Xy) el estadistico del contraste
o } Formulario*
T(X1y...,Xn) ~ Po

y T, el cuantil o de Pq.

Ho Hy RC,

0==00 0+#06 {Xl...,x,,| |T(X1,...,X,,)\>Ta/2}
0<6y 6>6 .., x ] T(Xt,. s Xn) > Tot
0>60 0<by {x1....%| T(X1,..., Xs) < T1_o **}
* Como siempre, dos casos posibles: X normal o X no normal pero n grande (TCL).

Hay que formular siempre TODAS las hipdtesis necesarias.
** Si Py es simétrica (normal o t-student), entonces Ti—q=—T,.
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Contraste de hipdtesis en dos poblaciones independientes
Sea X una v.a. cuya distribucién depende de 6;. Xi,

..., Xp, maas. de X.
Sea Y una v.a. cuya distribucién depende de 6. Yi,...,Y,, m.as. de Y.
X e Y independientes.

Sea T(Xi.n,, Y1:n,) €l estadistico del contraste

Ho } Formulario*
T(Xings Yiimy) ~ Po
y T, el cuantil a de la distribucién de P,.

Ho Hi RC,

Or— O =di* 61—02#d0  {Xun,yim | [T(Xt, ..., X0)| > Tap}

91 - 02 S dO 01 - 02 > dO {Xl:nla)/l:nz | T(Xla cee 7Xn) > Toz}

Op —6>dy O1—0<do {xvn,yrm| T(Xt,..., Xp) < Ti_a}
* Como siempre, dos casos posibles: X, Y normales o X, Y no normales pero n
grande (TCL). Hay que formular siempre TODAS las hipdtesis necesarias.

** En general, en la comparacién de varianzas dy = 0.
Estadistica |
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Determinacién del tamano muestral
Definicién 5.
La potencia o funcion potencia del contraste paramétrico

Hy : 0 € ©g H1:0€6126\60

se define como

p(61) = 1—p0(61) =1— P(Error de Tipo Il) = P(Rech. Hy| Hy falsa)
= P(Rech. H0|9:91), Vo, € O1.

Ejemplo 3 (cont.)
Para el contraste

Ho : =160 Hi:p # 160
teniamos
x — 160

7 )
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Determinacion del tamano muestral
Ejemplo 3 (cont.)

La funcidén de potencia de este contraste es:

X — 160
p(u1) = P(Rech. H0|M:M1):P<’5/\/E > zg ‘ MZ,LL;[)
. PY_16O<—Z OX— S 7o | p=
- 5/v/n £ 75/ m TS IATA

5 5
= P X<16072u—oX>160+2a—|p ,ul)
vn vn

.. X M1 160 — M1 X — M1 160 — U1
lipiF] (5/\/ sy “t°sjym C spym cle=m
=7 p(z<0-m 0z>00-m Vi1 # 160
_ = — Za e —— Zo .
"IN(0,1) "5/yn 2 5/v/n 2 )7 =
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Determinacidon del tamano muestral

Ejemplo 3 (cont.)

iCémo es p(p1) en funcién de n?
.Y en funcién de |uo — p1|?

Dada o y prefijado el nivel de significacidn, el objetivo es obtener una potencia
mayor o igual que un cierto valor (valores usuales 0.9 6 0.8) cuando la
diferencia entre la media verdadera, p1, y la hipotética, ug, supere un valor
prefijado.

Buscaremos el tamafo de muestra minimo que verifique esa condicién.
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