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Programa de la asignatura

Tema 0. Introduccién 24 sept.
Tema 1. Distribuciones en el muestreo 24 sept. - 1 oct.
Tema 2.  Estimacién puntual 6 oct. - 20 oct.

Tema 3. Estimadores de maxima verosimilitud 22 oct. - 5 nov.

Tema 4. Intervalos de confianza 10 nov. - 17 nov.
Tema 5. Contraste de hipdtesis 19 nov. - 1 dic.
Tema 6. Diagnosis del modelo 1 dic. - 17 dic.
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Criterios de evaluacién
» Examen final (finales de enero) comin a todos los grupos de las distintas
titulaciones.

¢ Hasta un maximo de 0.5 puntos a sumar a la nota del examen:

e Entrega de los ejercicios propuestos.

* Asistencia a las practicas de informdtica (Statgraphics).

La asistencia a las practicas de ordenador es obligatoria
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Calendario provisional de clases de ejercicios y practicas

Miércoles
Miércoles
Miércoles

Lunes
Miércoles
Miércoles

Lunes

Miércoles

15
29

26

15
17

Octubre
Octubre
Octubre
Noviembre
Noviembre
Diciembre
Diciembre

Diciembre

Practica 1

Hoja 1 de ejercicios
Hoja 2 de ejercicios
Practica 2

Hoja 3 de ejercicios
Hoja 4 de ejercicios
Préacticas 3y 4

Hoja 4 (bis) de ejercicios
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Tema 0: Introduccién y repaso
¢ Objetivos de la asignatura
¢ Repaso:

e Variables aleatorias continuas y discretas

¢ Funcién de densidad, probabilidad y distribucién

¢ Esperanza y varianza de una variable aleatoria

¢ Esperanza de sumas de variables y productos de variables independientes
e Varianza de sumas y diferencias de variables independientes
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Objetivos basicos de la asignatura

¢ Entender los conceptos basicos de pardmetro, estimador, distribucién
muestral, etcétera.

e Estimar pardmetros de los modelos probabilisticos discretos y continuos
estudiados en Introduccién a la Estadistica.

o Contrastar hipétesis respecto a los pardmetros del modelo asumido.

e Evaluar el ajuste del modelo considerado a la realidad experimental u
observacional en estudio.
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Variables aleatorias
Definicion 1.
Una variable aleatoria (v. a.) es una funcion que asocia un valor numérico a
todos los posibles resultados de un experimento aleatorio.

Ejemplo 1.

Consideremos el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos veces un
dado equilibrado.
El espacio muestral es:

Q={(1,1),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)}.
X = "“la suma de las dos tiradas” es una variable aleatoria.
Definicién 2.
Una variable aleatoria es discreta si toma un nimero finito o numerable de

valores.
En el Ejemplo 1, X es una v. a. discreta.
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Variables aleatorias

Definicién 3.
Una variable aleatoria es continua si toma un niimero infinito no numerable de
valores (por ejemplo, en un intervalo de R).

Ejemplo 2.

Consideremos el experimento aleatorio que consiste en medir y pesar a una
persona adulta elegida al azar.
El espacio muestral es:

Q = [1.00,2.30] x [20,200] (m x kg).

peso (kg)

X = “el indice de masa corporal” (I.M.C. = altura’(m

) es una variable

aleatoria continua.
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Distribuciéon de una variable aleatoria
La distribucién de una v. a. viene dada por los valores que puede tomar y las
probabilidades de que la variable tome cada uno de esos valores (o tome
valores dentro de un intervalo, en el caso continuo).

La distribucién de una variable aleatoria queda caracterizada por:

X v. a. discreta

que toma valores x, xa, . ..

X v. a. continua
que toma valores en R

Funcién de probabilidad (o de masa)
P(X:X,') VX,',I.:].,Q,...

Funcién de distribucién
F(x)=P(X <x) V¥xeR.

Funcién de densidad
f(x)=F'(x) VYxeR.

Funcién de distribucién
F(x)=P(X<x) VYxeR.

Notacién: X denota la v. a. y x los valores que toma.
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Distribucidn de una variable aleatoria discreta

X v. a. discreta que toma los valores xi, xo, . ..
Funcién de probabilidad (o de masa): P(X =x;) Vx;,i=1,2,...
Propiedades:

0<PX=x)<1 Vx;,i=12...

> P(X=x)=1 (suma sobre todos los posibles valores de X)

Ejemplo 1 (cont.)

La probabilidad de que la suma sea menor o igual que 4:
PX<4)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)=17/36.

La probabilidad de que la suma sea mayor que 3:
P(X>3)=1-P(X<3)=1—-(P(X=2)+ P(X =3)) =33/36.

Estadistica | A. Arribas Gil



11

Distribucidn de una variable aleatoria discreta

X v. a. discreta que toma los valores xi, xo, . ..
Funcién de distribucidn: F(x) = P(X < x) Vx € R jdefinida en todo R!
Propiedades:

F(—00)=0

F(oo)=1

F(x) < F(x+¢) VxeR,Ve >0 No decreciente

lim.o F(x+¢)=F(x) VxeR,Ye>0 Continua por la derecha
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Distribucidn de una variable aleatoria discreta

Ejemplo 1 (cont.) La f. de distribucién de la v. a. X
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Distribucion de una variable aleatoria continua

X v. a. continua que toma valores en R.

RECORDAD: P(X =x) =0 V¥YxeR

Funcién de densidad: f(x) Vx e R
Propiedades:
f(x)>0 VxeR
P(a< X <b)= [P f(x)dx VabeR
F(x)=P(X <x)= fi(oc f(u)du; f(x)=F'(x)¥xeR
7 f(x)dx =1
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Distribucion de una variable aleatoria continua
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Distribucion de una variable aleatoria continua

X v. a. continua que toma valores en R.

Funcién de distribucién: F(x) = P(X < x) VxeR.
(Misma definicién y propiedades que en el caso discreto)

Propiedades:
F(—00)=0
F(oo)=1
F(x) < F(x+¢) VxeR,¥e >0 No decreciente
lim._o F(x+¢) = F(x) VxeR,Ve >0 Continua por la derecha
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Distribucion de una variable aleatoria continua

Fix)
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

X v. a. discreta que toma valores xj, xo, . .. :
EX] = Yx-P(X =x)
VarlX] = E[(X - EX]] = X, (6 — EIX])® - P(X = x)
= Y P(X=x) - EIX]?

X v. a. continua que toma valores en R:
E[X] = [px-f(x)dx
Var[X] = E[(X — E[X])"] = [ (x — E[X])” - f(x)dx
= |z x2 - f(x)dx — E[X]?

EN LOS DOS CASOS: Var[X] = E[X?] — E[X]?
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Variables aleatorias independientes
Recordatorio de Probabilidad:

Ejemplo 1 (cont.) Q = {(1,1),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)} |Q| = 36.
A ="la suma de las dos tiradas es 3" es un suceso:
A={(1,2),(2,1)} JA=2.
B ="la diferencia de las dos tiradas (12 — 2?) es 1" es un suceso
B={(2,1),(3,2),(4,3),(5,4),(6,5)} |B|=5.
Probabilidad conjunta (que ocurran Ay B): P(ANB) = =
Probabilidad condicionada (que ocurra A si ha ocurrido B):

P(ANB) 1/36 1 P(ANB) 1/36 1

PB) 53 5 BA= B T2

P(AIB) = P(A) 2/36 2

Independencia: Ay B son independientes si y sélo si P(AN B) = P(A) - P(B)

En este caso A y B no son independientes:
P(A)- P(B) = 3 # 35 = P(AN B)
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Variables aleatorias independientes

Ejemplo 1 (cont.) Q = {(1,1),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)} || = 36.
X ="la suma de las dos tiradas” es una v. a. discreta
Y ="la diferencia de las dos tiradas (12 — 22)" es una v. a. discreta

1
P(AﬂB):P(X:S,Y:I):%

Definicién 4.

Para dos v. a. discretas X e Y se define su funcion de probabilidad (o de

masa) conjunta como:

P(X=x,Y =y) Vx valorde X,Vy valor de Y
Y se definen las funciones de probabilidad condicionada como:

Yy valor de Y P(X=x,Y =y)

P(X=x|Y =y)= Vx valor de X

tg. P(Y=y)>0" P(Y = y)
Vx valor de X - B B PX=x,Y=y)
tg. PX=x)>0" P(Y =yl X =x) = P(X = x) Yy valor de Y
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Variables aleatorias independientes

Ejemplo 1 (cont.) Funcién de probabilidad conjunta de X e Y

y\x[2 [3 |4 |5 [6 |7 |8 [9 [10]11]12
=310 |0 [0 | %|0 |50 |35 |0 |0 |0
1 1 1 1

_0 + 876 L (? 1 876 1 876 1 876 1 iSuma 1!
36 | |36 | |36 |7 [36 ] |36 |36
1 0 36 01 36 01 36 01 3% 01 36 0
2 |0 |0 |3 |0 |35|0 |35]0 [35]0 |0
310 10 [0 5|0 |5[0 |50 ][00
4 10 10 |0 |0 5|0 |50 |0 |0 |0
5 10 [0 |0 |0 [0 |%|0 |0 |0 |O|O
Funcién de probabilidad de X condicionada a que Y vale 3:

x|5 |7 ]9

PX=xY=3)| L[ 1[I iSuma1l
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Variables aleatorias independientes
Definicién 5.
Dos v. a. discretas X e Y son independientes si y sélo si:
PX=x,Y=y)=P(X=x)-P(Y =y) VxvalordeX,Vy valor de Y

o equivalentemente, si y sélo si:

P(X =x]Y =y)=P(X =x) Vx valor de X,Vy valor de Y
o equivalentemente, si y sélo si:

P(Y =y|X=x)=P(Y =y) Vx valor de X,Vy valor de Y

Ejemplo 1 (cont.) X e Y no son independientes, ya que, por ejemplo,

mxza-myzn:§%¢§%:mxzav:n

O también (jpero con que no se cumpla una vez ya basta!)

P(X:S\Y:3):%¢3:P(X:5)
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Variables aleatorias independientes
En el caso de las v. a. continuas todo es analogo:

Definicién 6.
Para dos v. a. continuas X e Y se define su funcién de densidad conjunta
como una funcién f : R? — [0,00), verificando [g, f(x,y)dxdy =1y tal que:

d b
P(aSXSb,CSYSd):/ / f(x,y)dxdy Va,b,c,d €eR

Y se definen las funciones de densidad condicionada como:
Vy e R tq. f(y) >0, f(xly)="~f(x,y)/f(y) ¥xeR
Vx € R t.q. f(x) >0, f(y|x)="7(x,y)/f(x) VyeR
Definicién 7.
Dos v. a. continuas X e Y son independientes si y sélo si:

f(va):f(X)f(y) VX,yGR
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Variables aleatorias independientes

Caso n-dimensional:
Definicién 8.

Las v. a. discretas X1, X, ..., X, son independientes entre si, si y sélo si:
P(X1 = X1,X2 = X2,... ;Xn = Xn) = P(X]_ = X1) . P(X2 = X2)~-~ . P(Xn = Xn)
Vx1,X2,...,X, valores de X1, Xa,..., X,

Definicién 9.
Las v. a. continuas X1, X, ..., X, son independientes entre si', si y solo si:

(X1, X2y .oy Xn) = F(x1) - F(x2) -+ - F(xn) VX1, Xx2,..., X0, €R
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Esperanza de sumas de variables y productos de variables

independientes
Sean X e Y dos v. a. cualesquiera (discretas o continuas):

EIX+Y] = E[X]+E[Y]
EIX—Y] = E[X]-E[Y]

Si ademds X e Y son independientes, entonces:
E[X-Y]=E[X]-E[Y]
Caso n-dimensional:
Sean X1, Xo,..., X, v. a. cualesquiera (discretas o continuas):
E[Xy+Xo 4+ Xo] = E[Xq] + E[Xo] + - -+ + E[X0]
Si ademds X1, Xp, ..., X, son independientes entre si, entonces:

E[Xi-Xo- ... X)] = E[X1]- E[Xa] - ... - E[Xa]
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Varianzas de sumas y diferencias de variables
independientes

Sean X e Y dos v. a. (discretas o continuas) independientes:

Var[ X+ Y] = Var[X]+ Var[Y]
Var[X — Y] = Var[X] + Var[Y]
Caso n-dimensional:
Sean X1, Xa,..., X, v. a. (discretas o continuas) independientes entre si:

Var[Xy + Xo + -+ - 4+ Xp] = Var[Xq] 4+ Var[Xz] + - - - + Var[X,]
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